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Äëÿ îïåðàòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ óñòàíîâëåíî îáîá-

ùåíèå òåîðåìû Àðíîëüäà î ïåðåìåæàåìîñòè è äîêàçàíà îñöèëëÿöèîííàÿ

òåîðåìà òèïà Øòóðìà â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé îáùåãî âèäà.

Äëÿ îïåðàòîðíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ îòðèìàíî óçàãàëüíåí-

íÿ òåîðåìè Àðíîëüäà ïðî àëüòåðíàöiþ òà äîâåäåíî îñöèëÿöiéíó òåîðåìó

òèïó Øòóðìà ó âèïàäêó ãðàíè÷íèõ óìîâ çàãàëüíîãî âèãëÿäó.

Íà÷íåì ñ îáîáùåíèÿ îñöèëëÿöèîííîé òåîðåìû òèïà Øòóðìà äëÿ áåñêî-

íå÷íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

l[y] � �(P (t)y0 +R(t)y)0 +R�(t)y0 +Q(t)y = �W (t)y (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

cosA � y[1](a)� sinA � y(a) = 0; (2)

cosB � y[1](b) + sinB � y(b) = 0: (3)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû P (t) = P �(t)� 0, Q(t) = Q�(t),W (t) = W �(t)� 0, R(t)
ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, P (t) è R(t) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè

îïåðàòîð-ôóíêöèÿìè èç B(H), A = A� 2 B(H), B = B� 2 B(H), ãäå H �

ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, y(t) � âåêòîð-ôóíêöèÿ â H,

y[1](t) := P (t)y0(t) +R(t)y(t) (4)

� êâàçèïðîèçâîäíàÿ. Êðîìå òîãî, ïóñòü

�
�

2
I � A;B �

�

2
I; (5)
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÷åì ãàðàíòèðóåòñÿ ïðè dimH = 1 ïîëóîãðàíè÷åííîñòü ñíèçó ([1, 2]) ñà-

ìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà L, ïîðîæäåííîãî çàäà÷åé (1)�(3) â ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå H(a; b) = L2fH; a; b; W (t)dtg ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

hu; vi =
bR
a

(W (t)u(t); v(t))Hdt.

Ïðè dimH <1 çàäà÷à (1)�(3) ïîëóîãðàíè÷åíà è áåç óñëîâèÿ (5) è ñïåêòð

åå ÷èñòî äèñêðåòåí. Îäíàêî ïðè dimH = 1 ñóùåñòâåííûé ñïåêòð çàäà÷è

(1)�(3) íå ïóñò ([1, 3]). Îáîçíà÷èì åãî òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü �e, è ïóñòü

�1 � �2 � : : : � çàíóìåðîâàííûé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè äèñêðåòíûé ñïåêòð,

ïðåäøåñòâóþùèé �e. Â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå (3) èìååò âèä

y(b) = 0; (6)

îáîçíà÷èì îïåðàòîð L ÷åðåç L0, åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ÷åðåç �01 � �02 � : : : .

Ïóñòü N(�) è N0(�) îáîçíà÷àþò êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ �,

äëÿ îïåðàòîðîâ L è L0 ñîîòâåòñòâåííî ïðè � � �e èëè � � �0e.

Ïóñòü Y (t; �) � ôóíäàìåíòàëüíîå îïåðàòîðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Y (a; �) = cosA; Y [1](a; �) = sinA: (7)

nulY (t; �) := dimKerY (t; �), def Y (t; �) := dimCokerY (t; �).

Òåîðåìà 1 ([4�6]). Ïðè � � �e (� 1) äëÿ çàäà÷è (1),(2),(6)

X
t2(a;b)

nulY (t; �) = N0(�) (� 1); (8)

8� 2 R : nulY (t; �) = def Y (t; �): (9)

(Äëÿ ñëó÷àÿ R(t) � 0 ýòà òåîðåìà äîêàçàíà â [7].)
Óñòàíîâèì åå îáîáùåíèå äëÿ îáùåãî ñàìîñîïðÿæåííîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ

(3). Îáîçíà÷èì

Y [t; �;B] := cosB � Y [1](t; �) + sinB � Y (t; �): (10)

Òåîðåìà 2. Ïðè � � �e (� 1) äëÿ çàäà÷è (1)�(3)

X
t2(a;b)

nulY [t; �;B] = N(�); (11)

nulY [t; �;B] = def Y [t; �;B]; (12)
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åñëè

H22(t; �;B) := cosB �
�
�Q(t) + �W (t) +R�(t)P�1(t)R(t)

	
cosB

+ sinB � P�1(t)R(t) cosB + cosB � R�(t)P�1(t) sinB

+ sinB � P�1(t) � sinB � 0; a � t � b; (13)

è åñëè, êðîìå óñëîâèÿ (5), ïîëóîãðàíè÷åí ñíèçó îïåðàòîð ha, ñàìîñîïðÿæåí-

íûé â çàìûêàíèè ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(ha), ãäå

ha := �(cosA sinB + sinA cosB)�1(cosA cosB � sinA sinB)

� c � I
D(ha)

; c 2 R: (14)

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Óñëîâèå (13) âñåãäà âûïîëíåíî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ �, à óñëîâèå (14) âñåãäà âûïîëíåíî ïðè dimH < 1, ò.å. äëÿ êîíå÷íûõ

ñèñòåì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçâåñòíûì îáðàçîì ñèñòåìà (1) ñâîäèòñÿ

ê ñèñòåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè colfy; y[1]g â ñäâîåííîì ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H �H:

J
d

dt

�
y

y[1]

�
= H(t; �)

�
y

y[1]

�
; (15)

ãäå J =

�
0H �IH
IH 0H

�
, 0H è IH � íóëåâîé è åäèíè÷íûé îïåðàòîðû â H ñîîò-

âåòñòâåííî,

H(t; �) =

�
�Q+ �W +R�P�1R �R�P�1

�P�1R P�1

�
: (16)

Ñäåëàåì òåïåðü â ñèñòåìå (15) çàìåíó�
z

z[1]

�
= ��

B

�
y

y[1]

�
; �B =

�
sinB � cosB
cosB sinB

�
: (17)

Òîãäà êðàåâîìó óñëîâèþ (3) îòâå÷àåò óñëîâèå

z(b) = 0; (18)

à óñëîâèå (2) ïåðåõîäèò â

(cosA � sinB + sinA � cosB)z[1](a) + (cosA � cosB � sinA � sinB)z(a) = 0; (19)

êîòîðîå, êàê ëåãêî âèäåòü, ïîðîæäàåòñÿ ýðìèòîâûì îòíîøåíèåì ([8] èëè [9,

ãë. 7]), à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì. Ñèñòåìà (16), â ñèëó çàìåíû

(17), ïåðåõîäèò â

J
d

dt

�
z

z[1]

�
= H(t; �;B)

�
z

z[1]

�
; (20)
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ãäå ïîëîæåíî

H(t; �;B) = ��

BH(t; �)�B : (21)

Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò äàåò äëÿ H22(t; �;B) âûðàæåíèå (13), â ñèëó óñëî-
âèÿ ïîçèòèâíîñòè êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé îá-

ðàòíûé îïåðàòîð H�1
22 (t; �;B). Ïîýòîìó ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (20) ýêâèâà-

ëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà (1):

�(P (t; �;B)z0 +R(t; �;B)z)0 +R�(t; �;B)z0 +Q(t; �;B)z = 0; (22)

ãäå

P (t; �;B) = H�1
22 (t; �;B); (23)

è ïðè � 2 R, B� = B èìååì

P (t; �;B)� = P (t; �;B); Q(t; �;B)� = Q(t; �;B):

Ñ÷èòàÿ � ôèêñèðîâàííûì, à ïðàâóþ ÷àñòü (22) ïîëàãàÿ ðàâíîé �z(t; �) ïðè
� = 0, ãäå � � íîâûé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðå-

ìó 1 ê êðàåâîé çàäà÷å (22), (19), (18), ñïåêòð êîòîðîé äèñêðåòåí ïðè � < 0,
åñëè � � �e. Ïóñòü Z(t; �;B;�)j�=0 åñòü ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è

(22), (19), N0
�(0) � êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �k çà-

äà÷è (22), (19), (18). Òîãäà

X
t2(a;b)

nulZ(t; �;B; 0) = N0
�(0); (24)

÷òî â ñèëó çàìåíû (17) äàåò òåîðåìó 2.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê òåîðåìå ïåðåìåæàåìîñòè Àðíîëüäà. Â [10] îíà ñôîð-

ìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì, åñëè ïðèìåíèòü íàøè îáîçíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 3 (î ïåðåìåæàåìîñòè. Â.È. Àðíîëüä [10]). Åñëè ôóíêöèÿ

Ãàìèëüòîíà H(t) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà ëàãðàíæåâûõ ïëîñêîñòÿõ �

è �, òî ÷èñëà � ìîìåíòîâ íåòðàíñâåðñàëüíîñòè ýâîëþöèîíèðóþùåé ïî çà-

êîíó (15) ëàãðàíæåâîé ïëîñêîñòè ñ îäíîé è äðóãîé èç íèõ ðàçëè÷àþòñÿ íà

ëþáîì îòðåçêå íå áîëåå, ÷åì íà ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû:

j�� � ��j � dimH (<1): (25)

(Â [10] ðå÷ü èäåò î âåùåñòâåííîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå H, � = 0.)

Ñëåäñòâèå 1 ([10]). Íà îòðåçêå, ñîäåðæàùåì 1 + dimH ìîìåíòîâ íå-

òðàíñâåðñàëüíîñòè ê �, íàéäåòñÿ ìîìåíò íåòðàíñâåðñàëüíîñòè ê �.
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Âûâåäåì òåîðåìó ïåðåìåæàåìîñòè äëÿ dimH � 1 èç íàøèõ ðàññìîòðå-

íèé. Ïîÿñíèì, ÷òî âñÿêàÿ ëàãðàíæåâà ïëîñêîñòü â H � H îòíîñèòåëüíî êî-

ñîýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
��
u
v

�
;
�
s
w

��
:= (v; s) � (u;w) ìîæåò áûòü

çàäàíà óðàâíåíèåì

cosA � v � sinA � u = 0; (26)

ãäå A = A� � ñîîòâåòñòâóþùèé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð âH, è ïðè ëþáîì

A = A� óðàâíåíèåì (26) îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ëàãðàíæåâà ïëîñêîñòü â

H �H, ñîñòîÿùàÿ èç âåêòîðîâ âèäà u� v.

Óðàâíåíèåì (26) çàäàåòñÿ òàêæå ýðìèòîâî (èíà÷å � ñàìîñîïðÿæåííîå)

áèíàðíîå îòíîøåíèå â H, è êàæäîå ýðìèòîâî îòíîøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

(26) (ñì. [8] èëè [9, ãë. 7]). Âñÿêîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå Y (t; �) ñèñòåìû
(1), ïîä÷èíåííîå íåêîòîðîìó ñàìîñîïðÿæåííîìó êðàåâîìó óñëîâèþ â êàêîé-

íèáóäü òî÷êå (íàïð., (2) ïðè t = a) ñàìî ïîðîæäàåò ýâîëþöèîíèðóþùóþ ïî

t (ïðè êàæäîì � 2 R) ëàãðàíæåâó ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ çàäàíà ýðìèòîâûì

îòíîøåíèåì

Y �(t; �)v � Y [1]�(t; �)u = 0; (27)

ïðåäñòàâèìûì â ôîðìå (26) ñ ñàìîñîïðÿæåííûì A = A(t; �) (ñì. [11], [9,

ãë. 2]). Ïðè u = y, v = y[1] îòíîøåíèå (27) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ñàìîñîïðÿ-

æåííîå êðàåâîå óñëîâèå â òî÷êå t äëÿ ñèñòåìû (1).

Èòàê, ïóñòü ïðè ôèêñèðîâàííîì � ëàãðàíæåâà ïëîñêîñòü, óïðàâëÿåìàÿ

óðàâíåíèåì (15) (èëè ýêâèâàëåíòíûì óðàâíåíèåì (1)), îïðåäåëåíà êðàåâûì

óñëîâèåì (2) ñ ñîîòâåòñòâåííî ïîäîáðàííûì A. Ëàãðàíæåâû ïëîñêîñòè � è

�, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðûì ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîìåíòû íåòðàíñâåðñàëüíîñòè

ýâîëþöèîíèðóþùåé ëàãðàíæåâîé ïëîñêîñòè, ïóñòü çàäàíû óñëîâèåì (3) ñ B

è B1, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû A, B è A, B1 âûïîëíåíî

óñëîâèå ïîëóîãðàíè÷åííîñòè (14) (êîòîðîå ïðè dimH <1 âûïîëíåíî àâòîìà-

òè÷åñêè), è òàê êàê ïî óñëîâèþ ïîçèòèâíîñòè íà êàæäîé èç äâóõ ëàãðàíæåâûõ

ïëîñêîñòåé � è � ãàìèëüòîíèàíà H(t; �) (15) ìû èìååì (13) è àíàëîãè÷íî

H22(t; �;B1)� 0; a � t � b; (28)

òî îòñþäà ïî äîêàçàííîé òåîðåìå 2 ñëåäóåò (11) è àíàëîãè÷íî

X
t2(a;b)

nulY [t; �;B1] = N1(�); (29)

ãäå Y [t; �;B1] çàäàíî ôîðìóëîé (10) ñ B1 âìåñòî B â óñëîâèè (3). (Íàïîìíèì,

÷òî óñëîâèÿ (5) ìû ñ÷èòàåì âûïîëíåííûìè äëÿ A, B è B1.)

Íî ïî ëåììå 1.4 èç [9] (èëè ïî ëåììå èç [7]) ìû èìååì, ÷òî

jN(�)�N1(�)j � p := Def � � dimH; (30)
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ãäå � åñòü ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð ñ èíäåêñîì äåôåêòà (p; p), ïðåäñòàâëÿ-
þùèé ñîáîþ íàèáîëüøóþ îáùóþ ÷àñòü äâóõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ,

îòâå÷àþùèõ çàäà÷àì (1)�(3) ñ B è, ñîîòâåòñòâåííî, ñ B1 â (3). Íåñëîæíî ïî-

êàçàòü, êàê ýòî ñäåëàíî, íàïðèìåð, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 â [6] (èëè

òåîðåìû 4.2 â [9]), ÷òî

p := Def � = rnkfsinB1 � cosB � cosB1 � sinBg; (31)

÷òî âìåñòå ñ (30), (29) è (11) ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó îáîáùåíèþ òåîðåìû

ïåðåìåæàåìîñòè 3.

Òåîðåìà 4. Ïðè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óñëîâèÿõ

������
X

t2(a;b)

nulY [t; �;B]�
X

t2(a;b)

nulY [t; �;B1]

������
� Def � = rnkfsinB1 � cosB � cosB1 � sinBg � dimH � 1: (32)

Ñëåäñòâèå 2. Íà îòðåçêå, ñîäåðæàùåì 1+Def � òî÷åê, ãäå nulY [t; �;B]
> 0, íàéäåòñÿ òî÷êà, ãäå nulY [t; �;B1] > 0. (Åñëè Def � <1.)
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Operator theoretical proof of the Arnold alternation

theorem and its generalization

F.S. Rofe-Beketov

A generalization of the Arnold alternation theorem and the Sturm os-

cillation theorem in the case of general boundary conditions, both in the

context of operator di�erential equations, are obtained.
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