
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, àíàëèç, ãåîìåòðèÿ

2005, ò. 12, � 2, c. 158�172

Î ñâÿçè àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíûõ ñèñòåì â ñìûñëå

áûñòðîäåéñòâèÿ è èõ àëãåáðàè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè

Ñ.Þ. Èãíàòîâè÷

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.Í. Êàðàçèíà

ïë. Ñâîáîäû, 4, Õàðüêîâ, 61077, Óêðàèíà

E-mail:ignatovich@ukr.net

Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16 èþíÿ 2004 ã.

Ïðåäñòàâëåíà Â.È. Êîðîáîâûì

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñâÿçè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ è ñâîéñòâ àëãåáðû íåëèíåéíûõ ñòåïåííûõ

ìîìåíòîâ. À èìåííî, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ min-ïðîáëåìà ìî-

ìåíòîâ àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòå-

ìû, òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñòðóêòóðû, ïî-

ðîæäàåìûå â àëãåáðå ýòîé ïðîáëåìîé ìîìåíòîâ è íåëèíåéíîé ñèñòåìîé,

ñîâïàäàþò.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî çâ'ÿçîê àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i øâèäêîäi¨ òà âëàñòèâîñòåé àëãåáðè íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåí-

òiâ. À ñàìå, ïîêàçàíî, ùî ÿêùî äåÿêà min-ïðîáëåìà ìîìåíòiâ àïðîêñèìó¹

çàäà÷ó øâèäêîäi¨ äëÿ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè, òî ïðè äåÿêèõ äîäàòêîâèõ ïðè-

ïóùåííÿõ ñòðóêòóðè, ÿêi ïîðîäæåíi â àëãåáði öi¹þ ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ

òà íåëiíiéíîþ ñèñòåìîþ, ñïiâïàäàþòü.

1. Ââåäåíèå è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â íåëèíåéíîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò çàäà÷à àïïðîê-

ñèìàöèè íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Â ðÿäå ñëó÷àåâ äëÿ çàäàííîé íåëèíåéíîé ñè-

ñòåìû óäàåòñÿ ïîäîáðàòü ñèñòåìó áîëåå ïðîñòîãî âèäà, òðàåêòîðèè êîòîðîé

â íåêîòîðîì ñìûñëå áëèçêè ê òðàåêòîðèÿì èñõîäíîé ñèñòåìû. Íàïðèìåð,

åñëè àïïðîêñèìèðóþùàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì

ýôôåêòèâíî íàõîäèòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ìíîãèõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Mathematics Subject Classi�cation 2000: 93B10, 93B25.
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Â ðàáîòàõ [1, 2] ïðåäëîæåí ïîäõîä ê àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíûõ ñèñòåì â

îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ â ñìûñëå çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ. Òî÷íåå, ðàññìîò-

ðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó âèäà

_x = a(t; x) + ub(t; x); x 2 R
n
; u 2 R

1
; a(t; 0) � 0; (1)

ãäå a(t; x), b(t; x) � àíàëèòè÷åñêèå âåêòîð-ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè íóëÿ â

R
n+1 . Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ � îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå x

0 = S(�; u),

ñîïîñòàâëÿþùåå óïðàâëåíèþ u(t) íà÷àëüíóþ òî÷êó x(0) = x
0, êîòîðóþ ýòî

óïðàâëåíèå ïåðåâîäèò â íóëü çà âðåìÿ �. Ýòî îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëåíî â

âèäå ðÿäà íåëèíåéíûõ ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ [1, 2]

S(�; u) =

1X
m=1

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=m

vm1:::mk
�m1:::mk

(�; u); (2)

ãäå íåëèíåéíûå ñòåïåííûå ìîìåíòû �m1;:::;mk
(�; u) èìåþò âèä

�m1:::mk
(�; u) =

�Z
0

�1Z
0

� � �

�k�1Z
0

�
m1

1 �
m2

2 � � � �
mk

k

kY
j=1

u(�j) d�k � � � d�2d�1; (3)

à vm1:::mk
� ïîñòîÿííûå âåêòîðíûå êîýôôèöèåíòû òàêèå, ÷òî kvm1:::mk

k �

k!C1C
m1+���+mk+k [3]. Êðîìå òîãî, íàáîð âåêòîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ vm1:::mk

óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì, àëãåáðàè÷åñêîå

îïèñàíèå êîòîðûõ ïðèâåäåíî íèæå. Èòàê, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ � ðÿä (2)

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì óïðàâëåíèè u(t) òàêîì, ÷òî ju(t)j � 1 ïðè

t 2 [0; �] ïî÷òè âñþäó.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) ðàâíîñèëüíà ñëå-

äóþùåé min-ïðîáëåìå ìîìåíòîâ, â ëèíåéíîì âàðèàíòå ïðåäëîæåííîé è èçó-

÷åííîé â [4]: äëÿ çàäàííîé òî÷êè s èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ íàéòè

ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå �s è ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèå us(t), jus(t)j � 1

òàêèå, ÷òî ïðè � = �s è u(t) = us(t) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

s = S(�; u):

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ è ñîîò-

âåòñòâóþùóþ åé min-ïðîáëåìó ìîìåíòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî

�m1:::mk
(�; u) = �

m1+���+mk+k
�m1:::mk

(1; û);

ãäå û(t) = u(t�), t 2 [0; 1]. Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî

ord(�m1:::mk
) = m1 + � � �+mk + k (4)
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îïèñûâàåò �àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðÿäîê� íåëèíåéíîãî ñòåïåííîãî ìîìåí-

òà �m1:::mk
(�; u) ïðè � ! 0, êîòîðûé è ïîðîæäàåò êëàññèôèêàöèþ íåëèíåé-

íûõ ñèñòåì âèäà (1). Ñëåäóÿ [2], îïðåäåëèì ïîíÿòèå àïïðîêñèìàöèè â ñìûñëå

áûñòðîäåéñòâèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàññìîòðèì äâå min-ïðîáëåìû ìîìåíòîâ

s =

1X
m=1

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=m

vm1:::mk
�m1:::mk

(�; u) (5)

è

s =

1X
m=1

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=m

v
0

m1:::mk
�m1:::mk

(�; u); (6)

îòâå÷àþùèå äâóì íåëèíåéíûì ñèñòåìàì âèäà (1), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêî-

òîðîé îòêðûòîé îáëàñòè 
 � R
nnf0g (òàêîé, ÷òî 0 2 
) äëÿ ëþáîãî s 2 


ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (��s ; u
�
s(t)) min-ïðîáëåìû (6). Ïóñòü Us(�)

� ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé u(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó (5) ïðè ôèêñè-

ðîâàííîì � è òàêèõ, ÷òî ju(t)j � 1, è ïóñòü �s = minf� : Us(�) 6= ;g.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî min-ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (6) àïïðîêñèìèðóåò min-ïðîá-

ëåìó ìîìåíòîâ (5) â îáëàñòè 
, åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçî-

âàíèå � îêðåñòíîñòè íóëÿ, �(0) = 0, è ìíîæåñòâî ïàð (~�s; ~us(t)), s 2 
, òàêèõ,

÷òî ~us(t) 2 U�(s)(~�s) è

��(s)

��s

! 1;
~�s

��s

! 1; (7)

1

�

�Z
0

ju
�

s(t)� ~us(t)jdt! 0 ïðè s! 0; s 2 
; (8)

ãäå � = minf~�s; �
�
sg.

Îïèñàíèå àïïðîêñèìèðóþùèõ ïðîáëåì ìîìåíòîâ, ïðåäëîæåííîå â [2], îñ-

íîâàíî íà ñëåäóþùåé àëãåáðàè÷åñêîé êîíñòðóêöèè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

àáñòðàêòíûõ íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ f�mg
1

m=0 êàê �àëôàâèò� äëÿ ñâîáîäíîé

àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A íàä R. Äðóãèìè ñëîâàìè, îïðåäåëèì A êàê ëèíåé-

íóþ îáîëî÷êó áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ âèäà �m1
� � � �mk

, êîòîðûå äëÿ êðàòêîñòè

áóäåì îáîçíà÷àòü �m1
� � � �mk

= �m1:::mk
. Êàê ïîêàçàíî â [1], �íàñòîÿùèå� íåëè-

íåéíûå ñòåïåííûå ìîìåíòû (3) òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè èõ ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê ôóíêöèîíàëû, îïðåäåëåííûå íà ïðîñòðàíñòâå L1[0; �], òàê

÷òî ëèíåéíóþ îáîëî÷êó íåëèíåéíûõ ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ (3) ìîæíî ñ÷èòàòü

�ðåàëèçàöèåé� àáñòðàêòíîé àëãåáðû A. Ïðè ýòîì àñèìïòîòè÷åñêîìó ïîðÿäêó
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íåëèíåéíûõ ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ (4) îòâå÷àåò ñëåäóþùàÿ ãðàäóèðîâêà àëãåá-

ðû: A =
P

1

m=1Am, ãäå Am = Linfa 2 A : ord(a) = mg. Ýëåìåíòû êàæäîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà Am áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíûìè ýëåìåíòàìè ïîðÿäêà m.

Ïðîèçâåäåíèþ íåëèíåéíûõ ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ êàê ôóíêöèîíàëîâ îò u

îòâå÷àåò àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ shu�e-ïðîèçâåäåíèÿ â àë-

ãåáðå A, îïðåäåëÿåìàÿ ðåêóððåíòíî ïî ôîðìóëàì [5]:

�m � �n = �mn + �nm;

�m1:::mk
� �n = (�m1:::mk�1

� �n)�mk
+ �m1:::mk

�n;

�m1:::mk
� �n1:::ns = (�m1:::mk�1

� �n1:::ns)�mk
+ (�m1:::mk

� �n1:::ns�1)�ns :

Ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû (1) â âèäå ðÿäà íåëèíåéíûõ ñòåïåííûõ ìîìåí-

òîâ ïîðîæäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå v : A ! R
n , äåéñòâóþùåå ïî ïðàâè-

ëó v(�m1:::mk
) = vm1:::mk

. Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì

f�mg
1

m=0 è îïåðàöèåé [`1; `2] = `1`2� `2`1, `1; `2 2 A. Ìîæíî ïîêàçàòü [2], ÷òî

îòîáðàæåíèå v îáëàäàåò ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì:

(A) åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ` 2 L èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî v(`) = 0,

òî v(`z) = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z 2 A.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå v ïîðîæäàåò ñòðóêòóðó ïðàâîãî èäåàëà â àë-

ãåáðå A.

Ïðèâåäåì òî÷íîå îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó âèäà (1)

è ïîðîæäåííîå åþ îòîáðàæåíèå v : A ! R
n . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v(L) = R

n .

Êàê èçâåñòíî, ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî îáëàñòü óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1)

ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíîé, ò.å. èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü â ïðîñòðàíñòâå R
n .

Ïóñòü r � ìèíèìàëüíîå èç òàêèõ ÷èñåë, ÷òî v(L \ (A1 + � � �+Ar)) = R
n .

Ïóñòü P � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ p 2 L \ Aq, ãäå q � r, òàêèõ, ÷òî

v(p) 2 v(L \ (A1 + � � �+Aq�1)). Ïðàâûì èäåàëîì, îòâå÷àþùèì ñèñòåìå (1),

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

J = fp z : p 2 P; z 2 A+ Rg: (9)

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà (A), åñëè a 2 J \ Am; òî v(a) 2

v(A1 + � � �+Am�1).

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â àëãåáðå A ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

òàê, ÷òî áàçèñ �m1:::mk
ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì. Â ðàáîòå [2] äîêàçàíà

ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà î ðàçëîæåíèè àëãåáðû ïî ïðàâîìó èäåàëó.

Òåîðåìà À. Ïóñòü J � ïðàâûé èäåàë (9), îòâå÷àþùèé ñèñòåìå (1).

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì e îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ íà ïîäïðîñòðàíñòâî J
?
.

Òîãäà

A = J � eL� eLsh
;
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ãäå eLsh = Linfa1 � � � � � aq : q � 2; ai 2 eLg, ïðè÷åì
Am = (J \Am)� (eL \Am)� (eLsh

\Am)

äëÿ ëþáîãî m.

Ïî ïîñòðîåíèþ, íàéäåòñÿ ðîâíî n òàêèõ ýëåìåíòîâ `i 2 L, ÷òî èõ ïðîåê-

öèè èi íà J
? ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî

`i 2 Ari
äëÿ íåêîòîðûõ ri; òîãäà èi 2 Ari

. Ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñ eLsh îáðà-

çóþò ýëåìåíòû âèäà èi1 � � � � � èik , ãäå k � 2, 1 � i1 � � � � � ik � n. Áîëåå

òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî ýëåìåíòû èi îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà eL. Íàêîíåö, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî v(èi) = ei; ýòîãî âñåãäà

ìîæíî äîáèòüñÿ, ïðèìåíèâ â èñõîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ.

Èç òåîðåìû î ðàçëîæåíèè àëãåáðû ïî ïðàâîìó èäåàëó ñëåäóåò, ÷òî ðÿä

íåëèíåéíûõ ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ

S =

1X
m=1

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=m

vm1:::mk
�m1:::mk

ìîæíî �ïåðåðàçëîæèòü� ïî íîâîìó áàçèñó,

S =

1X
m=1

0
BB@ X

bj2J\Am

v(bj)bj +
X

e`i2Am

v(èi)èi + X
k�2

e`i1
�����e`ik

2Am

v(zi1:::ik)
è
i1 � � � � �

è
ik

1
CCA ;

ãäå fbjg � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ J , à zi1:::ik � äâîéñòâåííûé áàçèñ ê áàçèñóè
i1 � � � � �

è
ik
â ïîäïðîñòðàíñòâå eLsh. Çàïèñûâàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîêîìïî-

íåíòíî è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ïðàâîãî èäåàëà J , ïîëó÷àåì, ÷òî

Sq = èq + X
k�2

ord(e`i1
�����e`ik

)�ord(e`q)

(v(zi1:::ik))q
è
i1 � � � � �

è
ik

+
X

ord(�m1 :::mk
)�ord(e`q)+1

(vm1:::mk
)q�m1:::mk

:

Ïîñêîëüêó i1; : : : ; ik � q�1, òî, ïðèìåíÿÿ íåêîòîðîå ïîëèíîìèàëüíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå � = �(S), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó ðÿäà

íåëèíåéíûõ ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ:

�(S)q = èq + X
ord(�m1 :::mk

)�ord(e`q)+1

(v̂m1:::mk
)q�m1:::mk

; q = 1; : : : ; n:
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Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îòâå÷àåò (íåâûðîæäåííîé) çàìåíå ïåðåìåííûõ â èñõîä-

íîé ñèñòåìå, òàê ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðÿä íåëè-

íåéíûõ ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ, îòâå÷àþùèé ñèñòåìå (1), èìååò âèä

Sq = èq + X
ord(�m1 :::mk

)�ord(e`q)+1

(vm1:::mk
)q�m1:::mk

; q = 1; : : : ; n;

ò.å. ðÿä

Sq = èq; q = 1; : : : ; n; (10)

ÿâëÿåòñÿ �ãëàâíîé ÷àñòüþ� ðÿäà íåëèíåéíûõ ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ èñõîäíîé

ñèñòåìû. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà âèäà (1), äëÿ

êîòîðîé ðÿä íåëèíåéíûõ ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ èìååò âèä (10).

Íåòðóäíî îïèñàòü âñå âîçìîæíûå �ãëàâíûå ÷àñòè� ðÿäîâ íåëèíåéíûõ ñòå-

ïåííûõ ìîìåíòîâ, îòâå÷àþùèõ ñèñòåìàì âèäà (1). À èìåííî, çàôèêñèðóåì

ïðîèçâîëüíîå r � 1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ M = fMmg
r
m=1,

Mm � L \ Am òàêóþ, ÷òî
P

r

m=1(dim(L \ Am) � dimMm) = n. Ïîëîæèì

J = JM = Linfpz : p 2
P

r

m=1Mm; z 2 A + Rg. Äàëåå J îáîçíà÷àåò ñåìåéñò-

âî âñåõ òàêèõ ïðàâûõ èäåàëîâ. Î÷åâèäíî, ïðàâûå èäåàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå

ñèñòåìàì âèäà (1), ïðèíàäëåæàò J . Êàê ïîêàçàíî â [2], âåðíî è îáðàòíîå:

äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî èäåàëà J èç J íàéäåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà âèäà (1), ïðàâûé

èäåàë êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ J , à ðÿä íåëèíåéíûõ ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ èìååò

âèä (10), ãäå è1; : : : ; èn � (îäíîðîäíûé) áàçèñ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè L íà

ïîäïðîñòðàíñòâî J?. Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî âûáîðà áàçèñà L ïðàâûå

èäåàëû èç J âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâó �ãëàâíûõ ÷àñòåé�

âèäà (10).

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá àïïðîêñèìàöèè.

Òåîðåìà B. Ïóñòü J � ïðàâûé èäåàë, îòâå÷àþùèé ñèñòåìå (1), àè
1; : : : ;

è
n � (îäíîðîäíûé) áàçèñ ïðîåêöèè L íà ïîäïðîñòðàíñòâî J

?
. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îòêðûòîé îáëàñòè 
 � R
n
, 0 2 
, min-ïðîáëåìà

ìîìåíòîâ

sq = èq(�; u); q = 1; : : : ; n; (11)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (��s ; u
�
s(t)). Ïóñòü, äàëåå, ôóíêöèÿ �

�
s ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíîé è ïóñòü, íàêîíåö, äëÿ ìíîæåñòâà âñåâîçìîæíûõ îïòèìàëü-

íûõ óïðàâëåíèé K = fu�s(t�
�
s) : s 2 
g � L2[0; 1] âûïîëíåíî óñëîâèå

(C) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà K ñõîäèòñÿ ñëàáî,

òî îíà ñõîäèòñÿ è ñèëüíî.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåéñòâî f
(Æ)gÆ>0 âëîæåííûõ îáëàñòåé

(à èìåííî, 
(Æ1) � 
(Æ2) ïðè Æ1 > Æ2), ÷òî min-ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (11)
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àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû â ëþáîé îá-

ëàñòè 
(Æ) è [Æ>0
(Æ) = 
.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà min-ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé (ò.å.è
q = �mq äëÿ íåêîòîðûõ mq), îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå [1].

Òåîðåìà Ñ. Åñëè çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (1)

àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèíåéíîé min-ïðîáëåìîé ìîìåíòîâ

sq = �mq(�; u); q = 1; : : : ; n; (12)

â íåêîòîðîé îòêðûòîé îáëàñòè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1, òî ýëåìåíòû èq =
�mq , q = 1; : : : ; n, îáðàçóþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà eL (ãäå eL � îðòîãîíàëüíàÿ

ïðîåêöèÿ L íà ïîäïðîñòðàíñòâî J
?
, à J � ïðàâûé èäåàë, ñîîòâåòñòâóþùèé

èñõîäíîé ñèñòåìå).

Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìåòèì, ÷òî äëÿ min-ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (12) óñëîâèÿ

òåîðåìû B, î÷åâèäíî, âûïîëíåíû, ïîñêîëüêó îïòèìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ óïðàâ-

ëåíèÿ, ðàâíûå �1 è èìåþùèå íå áîëåå n� 1 ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî òåîðåìó Ñ ìîæíî îáîáùèòü íà

ñëó÷àé íåëèíåéíûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ min-ïðîáëåì ìîìåíòîâ, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì.

2. Òåîðåìà îá àïïðîêñèìàöèè

Çàôèêñèðóåì âåêòîð a = (a1; : : : ; an) 2 R
n òàêîé, ÷òî ai 6= ai+1 è an 6= 0,

è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà

îòðåçêå [0; 1], èìåþùèõ n � 1 ïåðåêëþ÷åíèå è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ ai íà

èíòåðâàëàõ ïîñòîÿíñòâà. Òî÷íåå, îáîçíà÷èì

V = fu : u(t) = ai+1; t 2 (ti; ti+1); 0 � i � n� 1; 0 = t0 < t1 < � � � < tn = 1g:

(13)

Ââåäåì òàêæå â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

V
1 = fu : u(t) = ai+1; t 2 (ti; ti+1); 1 � i � n�1; 0 = t1 < � � � < tn�1 < tn = 1g;

(14)

ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ n� 2 ïåðåêëþ-

÷åíèÿ è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ a2; : : : ; an íà èíòåðâàëàõ ïîñòîÿíñòâà.

Ëåììà 1. Ïóñòü ðàâåíñòâîX
k�1;m1 ;:::;mk�1�0;mk�p

m1+���+mk+k=m

�m1:::mk
�m1:::mk

(1; u) = 0; (15)
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ãäå �m1:::mk
� íåêîòîðûå ÷èñëà, âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî u(t) 2 V . Òîãäà äëÿ

ëþáîãî u(t) 2 V
1
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâîX
k�1;m1;:::;mk�1�0

m1+���+mk�1+p+k=m

�m1:::mk�1p
�m1:::mk�1

(1; u) = 0 (16)

(ïðè p = m� 1 ðàâåíñòâî (16) ïðèíèìàåò âèä �p�1 = 0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âèä �m1:::mk
(1; u). Èìååì

�m1:::mk
(1; u) =

1Z
0

�1Z
0

� � �

�k�1Z
0

�
m1

1 �
m2

2 � � � �
mk

k

kY
j=1

u(�j) d�k � � � d�2d�1

=

1Z
0

1Z
�k

� � �

1Z
�2

�
m1

1 �
m2

2 � � � �
mk

k

kY
j=1

u(�j) d�1 � � � d�k�1d�k

=

1Z
0

�
mk

k
u(�k)�k(�k)d�k;

ãäå �1(�1) � 1 è

�k(�k) =

1Z
�k

� � �

1Z
�2

�
m1

1 �
m2

2 � � � �
mk�1

k�1

k�1Y
j=1

u(�j) d�1 � � � d�k�1; k � 2:

Çàìåòèì, ÷òî

�k(0) = �m1:::mk�1
(1; u); k � 2:

Òàêèì îáðàçîì,

�m1:::mk
(1; u) =

t1Z
0

�
mk

k
u(�k)�k(�k)d�k +

1Z
t1

�
mk

k
u(�k)�k(�k)d�k:

Çàìåòèì åùå, ÷òî ïðè u(t) 2 V

@�m1:::mk
(1; u)

@t1
= (a1 � a2)t

mk
1 �k(t1):

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (15) ïîëó÷àåì

@

@t1

0
BB@ X

k�1;m1 ;:::;mk�1�0;mk�p

m1+���+mk+k=m

�m1:::mk
�m1:::mk

(1; u)

1
CCA
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=
X

k�1;m1 ;:::;mk�1�0;mk�p

m1+���+mk+k=m

�m1:::mk
(a1 � a2)t

mk
1 �k(t1) = 0 (17)

äëÿ ëþáûõ t1 2 [0; 1]. Óìíîæàÿ íà t
�p

1 , óñòðåìëÿÿ t1 ê íóëþ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

a1 6= a2, ïîëó÷àåì X
k�1;m1 ;:::;mk�1�0

m1+���+mk�1+p+k=m

�m1:::mk�1p
�m1:::mk�1

(1; u) = 0; (18)

ãäå u(t) ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî V
1, îòêóäà ñëåäóåò (16).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü J � íåêîòîðûé ïðàâûé èäåàë èç ñåìåéñòâà J , àè
1; : : : ;

è
n � áàçèñ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè àëãåáðû Ëè L íà ïîäïðîñòðàíñòâî

J
?
, ñîñòîÿùèé èç îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ òàêèõ, ÷òî ord(è1) � � � � � ord(èn).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî min-ïðîáëåìà ìîìåíòîâ

sq = èq(�; u); q = 1; : : : ; n; (19)

àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) â ñìûñëå îïðåäå-

ëåíèÿ 1 â íåêîòîðîé îáëàñòè 
 è, êðîìå òîãî,

(i) ìíîæåñòâî U = fu�s(t�
�
s) : s 2 
g, ãäå (��s ; u

�
s(t)) � ðåøåíèå min-

ïðîáëåìû (19), ñîäåðæèò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî V âèäà (13);

(ii) ìíîæåñòâî f(�ord(
e`1) è

1(1; u); : : : ; �
ord(e`n�1) è

n�1(1; u)) : u 2 V
1
; � 2 [0; 1]g,

ãäå V
1
îïðåäåëÿåòñÿ â (14), èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü â ïðîñòðàí-

ñòâå R
n�1

.

Òîãäà J ñîâïàäàåò ñ ïðàâûì èäåàëîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñèñòåìå (1),

òàê ÷òî ïîñëå íåêîòîðîé çàìåíû ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå åå ðÿä íåëèíåéíûõ

ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ ïðèíèìàåò âèä

Sq = èq + 1X
m=ord(e`q)+1

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=m

(vm1:::mk
)q�m1:::mk

; q = 1; : : : ; n:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî �(s) = s.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíèÿ 1, â ñèëó (7), (8) èìååì

�m1:::mk
(~�s; ~us)� �m1:::mk

(��s ; u
�

s) = �o((��s)
m1+���+mk+k)

ïðè s! 0, s 2 
. Ñëåäîâàòåëüíî,

sq =

1X
m=1

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=m

(vm1:::mk
)q�m1:::mk

(~�s; ~us)
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=

1X
m=1

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=m

(vm1:::mk
)q(�m1:::mk

(��s ; u
�

s) + �o((��s)
m)) = èq(��s ; u�s)

ïðè s! 0, s 2 
. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

1X
m=1

(��s)
m

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=m

(vm1:::mk
)q(�m1:::mk

(1; û�s) + �o(1)) = (��s)
ord(e`q) è

q(1; û
�

s);

ãäå û�s(t) = u
�
s(t�

�
s), t 2 [0; 1]. Ïóñòü òåïåðü s ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì, îñòàâàÿñü â îáëàñòè 
. Òîãäà �
�
s ! 0, à óïðàâëåíèå û�s(t) ïðîáåãàåò

ìíîæåñòâî U .

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó óñëîâèÿ (i) òåîðåìû äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(t) 2 V

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

1X
m=1

�
m

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=m

(vm1:::mk
)q

�
�m1:::mk

(1; u) + �o(1)

�
= �

ord(e`q) è
q(1; u); � ! 0:

(20)

Äàëåå J 0 îáîçíà÷àåò ïðàâûé èäåàë, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèñòåìå (1). ÏóñòüeL0 � ïðîåêöèÿ Ëè àëãåáðû L íà ïîäïðîñòðàíñòâî (J 0)?, à è01; : : : ; è0n � áàçèñ

ïîäïðîñòðàíñòâà eL0, ñîñòîÿùèé èç îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ, ord(è01) � � � � �

ord(è0n). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áàçèñû fè1; : : : ; èng è

fè01; : : : ; è0ng îðòîíîðìèðîâàíû.
Îáîçíà÷èì

rk = ord(èk); r0k = ord(è0k); k = 1; : : : ; n:

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ýëåìåíò ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà êàê â áàçèñå

fè1; : : : ; èng, òàê è â áàçèñå fè01; : : : ; è0ng, ÿâëÿåòñÿ �îäíîìåðíûì�, ò.å. è1 = �r1�1,è0
1 = �r01�1

. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà â êàæäîì áàçèñå

åäèíñòâåííûé. Áîëåå òîãî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

vm1:::mk
= 0; k � 1; m1 + � � � +mk + k � r

0

1 � 1:

vm1:::mk
= 0; k � 2; m1 + � � �+mk + k = r

0

1:

Òîãäà èç (20) ïîëó÷àåì

�
r
0
1

�
(vr01�1)1�r

0
1�1

(1; u) + �o(1)

�
= �

r1�r1�1(1; u);

�
r
0
1

�
(vr01�1)q�r

0
1�1

(1; u) + �o(1)

�
= �o(�r1); q � 2:

Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, �r01�1(1; u) 6� 0 è �r1�1(1; u) 6� 0 ïðè u 2 V , ïîëó÷àåì,

÷òî r
0

1 = r1 è vr1�1 = (1; 0; : : : ; 0), ò.å. è01 = è1.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî èç óñëîâèÿ (20) ñëåäóåò:

1X
m=r1+1

�
m

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=m

(vm1:::mk
)q

�
�m1:::mk

(1; u) + �o(1)

�
= �

rq è
q(1; u)

ïðè q � 2 äëÿ u 2 V .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 1 � h � n � 1 èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà èi = è0i, i = 1; : : : ; h, è

1X
m=rh+1

�
m

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=m

(vm1:::mk
)q

�
�m1:::mk

(1; u) + �o(1)

�
= �

rq è
q(1; u) (21)

äëÿ q � h + 1 ïðè u 2 V . Âûäåëèì ñëàãàåìûå ïîðÿäêà rh + 1 â ëåâîé ÷àñòè

(21). Èìååì

�
rh+1

� X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=rh+1

(vm1:::mk
)q�m1:::mk

(1; u) + �o(1)

�
= �

rq è
q(1; u) (22)

äëÿ q � h+ 1. Òàê êàê èq(1; u) 6� 0 ïðè u 2 V , òî rh + 1 � rq. Äåëÿ íà �
rh+1 è

óñòðåìëÿÿ � ê íóëþ, ïîëó÷àåì èç (22)

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=rh+1

(vm1:::mk
)q�m1:::mk

(1; u) =

� è
q(1; u); rq = rh + 1;

0; rq > rh + 1:
(23)

Äàëåå óäîáíî ââåñòè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå w : A ! R
n , äåéñòâóþùåå ïî

ïðàâèëó

w(èq) = eq; q = 1; : : : ; n; w(J) = w(eLsh) = 0;

ò.å. îòîáðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðÿäó (19). Ââåäåì òàêæå îòîáðàæåíèÿ �q :

A ! R, q � h+ 1, äåéñòâóþùèå ïî ïðàâèëó

�
q(�m1:::mk

) =

�
(vm1:::mk

)q � (wm1:::mk
)q; rq = rh + 1;

(vm1:::mk
)q; rq > rh + 1:

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ëåììó 1 äëÿ p = 0; : : : ; rh, ïîëó÷àåì èç (23)X
k�1;mi�0

m1+���+mk�1+p+k=rh+1

�
q(�m1:::mk�1p

)�m1:::mk�1
(1; u) = 0 (24)
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äëÿ u 2 V
1. Çàìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè (24) íåëèíåéíûå ñòåïåííûå ìîìåíòû

èìåþò ïîðÿäîê m1 + � � � +mk�1 + k � 1 = rh � p � rh. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó À,

ðàçëîæèì ëåâóþ ÷àñòü (24) ïî áàçèñó

fèj1 � � � � � èjd : d � 1;

dX
i=1

rji = rh � pg [ fbj : bj 2 J \Arh�p
g: (25)

Ïóñòü fzj1:::jdg[fb̂jg � äâîéñòâåííûé áàçèñ ê áàçèñó (25). Ïîñêîëüêó ïî ïðåä-

ïîëîæåíèþ èíäóêöèè J \Arh�p
= J

0 \Arh�p
, ïîëó÷àåì v(b̂j�p) 2 v(A1� � � � �

Arh
) è w(b̂j�p) 2 w(A1� � � � �Arh

), ñëåäîâàòåëüíî, �q(b̂j�p) = 0 ïðè q � h+1.

Èòàê, èç (24) ïîëó÷àåìX
d�1;rj1+���+rjd

=rh�p

�
q(zj1:::jd�p)

è
j1(1; u) � � � � �

è
jd
(1; u) = 0; (26)

p = 0; : : : ; rh, u 2 V
1. Îáîçíà÷èì yj = èj(�; û), j = 1; : : : ; h, ãäå û(t) = u(t=�),

t 2 [0; �]. Èç óñëîâèÿ (ii) òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð y = (y1; : : : ; yh) ïðîáåãà-

åò ìíîæåñòâî ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå Rh , êîãäà u ïðîáåãà-

åò ìíîæåñòâî V
1. Òàêèì îáðàçîì, (26) îçíà÷àåò, ÷òî ïîëèíîì îò ïåðåìåííûõ

y1; : : : ; yh òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå. Ñëåäîâàòåëüíî,

êîýôôèöèåíòû ýòîãî ïîëèíîìà ðàâíû íóëþ

�
q(zj1:::jd�p) = 0; d � 1; rj1 + � � �+ rjd = rh � p:

À ïîñêîëüêó è �
q(b̂j�p) = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

�
q(�m1:::mk�1p

) = 0; m1 + � � �+mk�1 + p+ k = rh + 1:

Ïðèìåíÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ p = 0; : : : ; rh, ïîëó÷àåì

�
q(Arh+1) = 0 äëÿ âñåõ q � h+ 1. Èòàê,

(vm1:::mk
)q =

�
(wm1:::mk

)q; rq = rh + 1;

0; rq > rh + 1:
(27)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè rh+1 = rh + 1, òî ïîëó÷àåì

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=rh+1

(vm1:::mk
)q�m1:::mk

=

� è
q; rq = rh+1

0; rq > rh+1:
(28)

Åñëè æå rh+1 > rh + 1, òî, ó÷èòûâàÿ (27), ïîëó÷àåì èç (22) ðàâåíñòâà

1X
m=rh+2

�
m

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=m

(vm1:::mk
)q

�
�m1:::mk

(1; u) + �o(1)

�
= �

rq è
q(1; u); (29)
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q � h + 1 ïðè u 2 V
1. Ïðèìåíÿÿ ê (29) òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ, êàêèå ìû

ïðèìåíÿëè ê (21), ÷åðåç íåñêîëüêî øàãîâ ïðèäåì ê ðàâåíñòâàì (28).

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (28) � ýòî ðàâåíñòâà ìåæäó ýëåìåíòàìè àëãåá-

ðû. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó A è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ðàçëîæèì ëåâóþ ÷àñòü

(28) ïî áàçèñó

fè0j : r0j = rh+1g \ f
è
j1 � � � � �

è
jd

: d � 2;

dX
i=1

rji = rh+1g [ fb
0

j : b
0

j 2 J
0
\Arh+1

g:

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðàâîãî èäåàëà J
0 è ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì

(v(b0
j
))q = 0 ïðè q � h+ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òåõ q, äëÿ êîòîðûõ rq = rh+1,

èç (28) èìååìX
r0j=rh+1

(v(è0j))q è0j + X
d�2

rj1
+���+rjd

=rh+1

(v(zj1:::jd))q
è
j1 � � � � �

è
jd

= èq:

Îäíàêî ýëåìåíòû è
j1 � � � � �

è
jd

ïðè d � 2 îðòîãîíàëüíû êàê è0
j
, òàê è èj;

â ðåçóëüòàòå èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåìX
r0j=rh+1

(v(è0j))q è0j = èq; rq = rh+1:

Òàêèì îáðàçîì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî è0q = èq, åñëè
rq = rh+1 (ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì). Êðîìå òîãî,

èç (27) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

1X
m=rh0+1

�
m

X
k�1;mi�0

m1+���+mk+k=m

(vm1:::mk
)q

�
�m1:::mk

(1; u) + �o(1)

�
= �

rq è
q(1; u); (30)

êîòîðîå èìååò ìåñòî äëÿ q � h
0 +1 ïðè u 2 V , ãäå h0 � íàèáîëüøèé èç òàêèõ

èíäåêñîâ, ÷òî rh0 = rh+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèÿ (21) ìû ïîëó÷èëè (30), ãäå h
0 � h + 1.

Ïðèìåíåíèå èíäóêöèè äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ëåììå 1, ìîæíî è äëÿ

áîëåå øèðîêîãî êëàññà óïðàâëåíèé. Òàê, äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü ñóùåñòâîâà-

íèÿ òîëüêî îäíîãî ðàçðûâà èëè ðàññìîòðåòü êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,

ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ èìååò ðàçðûâ.

Ïðèì å ð. Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åíî ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è íàèñêîðåéøåãî

ïîïàäàíèÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû

_x1 = u; _x2 = x1; _x3 =
1
2
x
2
1: (31)
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Ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü óïðàâëÿåìîñòè â íóëü äëÿ ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

D = fx : x3 < �1
6
jx1j

3g [ fx = (x1;�
1
2
x1jx1j;�

1
6
jx1j

3)g:

Ýòà îáëàñòü ïîâåðõíîñòüþ M = fx : x3 = �1
6
�x

3
1 �

1
3

�
1
2
x
2
1 + �x2

�3=2
g, ãäå

� = sign(x2 +
1
2
x1jx1j), ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè:

D0 = fx : �1
6
�x

3
1 �

1
3

�
1
2
x
2
1 + �x2

�3=2
< x3 < �1

6
jx1j

3g;

D1 = fx : x3 < �1
6
�x

3
1 �

1
3

�
1
2
x
2
1 + �x2

�3=2
g:

Äëÿ òî÷åê x0 2 D1 êëàññ îïòèìàëüíûõ ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèé ñî-

âïàäàåò ñ êëàññîì êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ �1

è èìåþùèõ äâà ïåðåêëþ÷åíèÿ. Â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ â íà÷àëå ðàçä. 2,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî V ïðè a = (1;�1; 1) ñîäåðæèòñÿ â ýòîì êëàññå

(ìîæíî âûáðàòü òàêæå a = (�1; 1;�1)).

Äëÿ òî÷åê x
0 2 D0 êëàññ îïòèìàëüíûõ ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèé

ñîäåðæèò ìíîæåñòâî V ïðè a = (1; 0; 1) (à òàêæå ïðè a = (�1; 0; 1), a =

(�1; 0;�1) èëè a = (1; 0;�1)).

Òàêèì îáðàçîì, min-ïðîáëåìà ìîìåíòîâ

s1 = �0; s2 = �1; s3 = �01 � �10;

ýêâèâàëåíòíàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëèíîìèàëüíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ) çàäà÷å

áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû (31), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1. Ñëå-

äîâàòåëüíî, åñëè îíà àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé

òðåõìåðíîé ñèñòåìû (1) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 â îáëàñòè D0 èëè D1, òî ïðà-

âûé èäåàë, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ñèñòåìå, èìååò âèä J = Linf�2z; z 2 A+Rg.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëå íåêîòîðîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ðÿä íåëèíåéíûõ ñòå-

ïåííûõ ìîìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ñèñòåìå, ïðèíèìàåò âèä

S =

0
@ �0

�1

�01 � �10

1
A+

0
@ �1

�2

�3

1
A ;

ãäå �i ñîäåðæèò ñëàãàåìûå ïîðÿäêà íå íèæå i+ 1 ïðè i = 1; 2; 3.
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On a connection of the approximation

of nonlinear systems in the sense of time optimality

and their algebraic approximation

S.Yu. Ignatovich

The question of a connection of the asymptotic behavior of a solution

of the time-optimal control problem and properties of the algebra of non-

linear power moments is considered. Namely, it is shown that if a certain

moment min-problem approximates the time-optimal control problem then

under certain additional assumptions the structures generated in the algebra

by this moment problem and by the nonlinear system coincide.
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