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Ïîëó÷åíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè òðè-

âèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì óêàçàíû òàêæå îáëàñòè

íåëîêàëüíîé óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè (êîíóñû), êîòîðûå çàòåì èñïîëüçó-

þòñÿ äëÿ ñèíòåçà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ (ðàçðûâíûõ) çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ

ïî âûõîäó äëÿ áèëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ëþáîãî ïîðÿäêà. Ïðè

ýòîì çàìêíóòàÿ òàêîé ðàçðûâíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ

ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîé â ñìûñëå Ëÿïóíîâà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿ-

íèé. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû.

Îäåðæàíî íîâi äîñòàòíi óìîâè óìîâíî¨ ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî ðîç-

â'ÿçêó ñèñòåìè çâè÷àéíèõ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ

îäíîðiäíèõ ñèñòåì âêàçàíî òàêîæ îáëàñòi íåëîêàëüíî¨ óìîâíî¨ ñòiéêî-

ñòi (êîíóñè), ùî ïîòiì âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ñèíòåçó êóñêîâî-ëiíiéíèõ

(ðîçðèâíèõ) çàêîíiâ êåðóâàííÿ ïî âèõîäó äëÿ áiëiíiéíèõ ñèñòåì êåðóâàí-

íÿ áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó. Ïðè öüîìó çàìêíåíà òàêèì ðîçðèâíèì çâîðîòíiì

çâ'ÿçêîì ñèñòåìà ñòà¹ ãëîáàëüíî ñòiéêîþ â çíà÷åííi Ëÿïóíîâà íà âñüîìó

ïðîñòîði ñòàíiâ. Íàâîäÿòüñÿ ïðèêëàäè.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à ñèíòåçà ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ áèëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëå-

íèÿ áûëà èññëåäîâàíà â [1, 2]. Ïðè ýòîì çàìêíóòàÿ òàêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ñè-

ñòåìà óïðàâëåíèÿ îêàçûâàëàñü êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Â äàëüíåéøåì èçó÷àëîñü ïîâåäåíèå ðåøåíèé óïîìÿíóòîé ñèñòå-

ìû â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ, ñòîÿùèõ ïðè êâàäðàòè÷íûõ
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÷ëåíàõ â ïðàâîé ÷àñòè. Â [1, 2] îòìå÷àëîñü, êàêóþ âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâà-

íèè óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû èãðàåò åå îäíîðîäíàÿ êâàäðà-

òè÷íàÿ ÷àñòü. Òåì íå ìåíåå â [1, 2] áåç îòâåòà îñòàëèñü äâà âàæíûõ âîïðîñà:

âñåãäà ëè äëÿ ðåãóëÿðíîé îäíîðîäíîé êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóåò íåïóñòàÿ îáëàñòü óñëîâíîé óñòîé-

÷èâîñòè è êàê ñëåäóåò ïðîåêòèðîâàòü îáðàòíóþ ñâÿçü äëÿ áèëèíåéíîé ñè-

ñòåìû, ÷òîáû òðèâèàëüíîå ðåøåíèå îêàçàëîñü óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó ïðè

ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îòâåòàì íà ýòè âî-

ïðîñû.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèé êîòîðîé èìååò âèä

_x(t) = (A0 +

nX
i=1

xi(t)Ai +

m+nX
i=n+1

ui�n(t)Ai)x(t); (1)

ãäå

x(t) = (x1(t); : : : ; xn(t))
T 2 Rn; u(t) = (u1(t); : : : ; um(t))T 2 Rm;

à óðàâíåíèå íàáëþäåíèé � ôîðìó

y(t) = Cx(t);y(t) = (y1(t); : : : ; yp(t))
T 2 Rp; y(0) = (y10; : : : ; yp0)

T : (2)

Çäåñü Rn, Rm, Rp � âåùåñòâåííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ñòîëáöîâ

ðàçìåðíîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî, n, m, p; x(t), u(t), y(t) � âåêòîðû ñîñòîÿíèé,

âõîäîâ è âûõîäîâ; y(0) � âåêòîð íà÷àëüíûõ èçìåðåíèé; Ai : R
n ! R

n; C :

R
n ! R

p � âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåùåñò-

âåííûõ ïðîñòðàíñòâ; i = 0; : : : ; n+m; t � âðåìÿ. (Åñëè Ai = 0 8i 2 f1; : : : ; ng,
òî ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ñèñòåìîé óïðàâëåíèÿ.)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðîäîëæàòü ðåøàòü çàäà÷ó, èññëåäîâàíèå êî-

òîðîé áûëî íà÷àòî â [1, 2]. Îäíàêî ïîíÿòèå óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè áóäåò

íåñêîëüêî ðàñøèðåíî.

Ââåäåì â ñèñòåìó (1) ëèíåéíóþ îáðàòíóþ ñâÿçü ïî âûõîäó u(t) = Ky(t),

ãäå îïåðàòîð K çàäàåòñÿ â ïîäõîäÿùèõ áàçèñàõ ïðîñòðàíñòâ Rm è Rp ìàò-

ðèöåé K 2 Rm�p. ßñíî, ÷òî çàìêíóòàÿ óêàçàííîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ñèñòåìà

(1), (2) ïðåâðàòèòñÿ â ñèñòåìó êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ïîðÿäêà n îòíîñèòåëüíî âåêòîðà íåèçâåñòíûõ x
T (t) = (x1(t); : : : ; xn(t)) 2 Rn:8>>>>>><

>>>>>>:

_x1(t) =

nX
j=1

d1jxj(t) + x
T (t)B1x(t);

: : : : : : : : : : : : : : : :

_xn(t) =

nX
j=1

dnjxj(t) + x
T (t)Bnx(t):

(3)
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Çäåñü A0 = (dij); B1; : : : ; Bn 2 R
n�n � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ìàòðèöû,

ïðè÷åì ìàòðèöû B1; : : : ; Bn � ñèììåòðè÷åñêèå, çàâèñÿùèå îò ýëåìåíòîâ ìàò-

ðèöû K.

Äëÿ ñèñòåìû (3) âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ñèñòåìó îäíîðîäíûõ êâàä-

ðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé8<
:

_x1(t) = x
T (t)B1x(t)

: : : : : : : : : :

_xn(t) = x
T (t)Bnx(t)

(4)

ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé xT (0) = x
T

0 = (x10; : : : ; xn0).

Îïðåäåëåíèå 1. Çàìêíóòàÿ îáëàñòü � � Rn, ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîð-

äèíàò, íàçûâàåòñÿ êîíóñîì, åñëè 8x 2 � è 8� � 0 �x 2 �. (Îáðàçóþùèìè

ýòîãî êîíóñà ÿâëÿþòñÿ ïîëóïðÿìûå, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò.) Êî-

íóñ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì, åñëè â Rn íàéäåòñÿ cîáñòâåííîå ïîäïðîñò-

ðàíñòâî D (dimRD < n) òàêîå, ÷òî � � D.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(x0; t) ðåøåíèå ñèñòåìû (4) ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ çíà-

÷åíèé x0. Ââåäåì òàêæå íà Rn åâêëèäîâó íîðìó ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå 8x 2
R

n kxk =
p

(x;x); ãäå (x;x) � 0 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x(t) � 0 ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé (4) íàçûâàåòñÿ óñëîâíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì îòíî-

ñèòåëüíî êîíóñà � (òðèâèàëüíîãî èëè íåò), åñëè 8x0 2 � âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 8t � 0 kx(x0; t)k < M , ãäå M > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàí-

òà, è lim
t!1

kx(x0; t)k = 0: Ïðè ýòîì � íàçûâàåòñÿ êîíóñîì àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè (òðèâèàëüíûì èëè íåò).

2. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî êîíóñà

óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåìû (4)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó âåùåñòâåííûõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî âåêòîðà v = (v1; : : : ; vn)
T :

�v1 = v
TB1v; : : : ;�vn = v

TBnv: (5)

(Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà (5) èìååò ðîâíî 2n�1 íåíóëåâûõ

âåêòîðíûõ ðåøåíèé (âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûõ).)

Îïðåäåëåíèå 3. Îäíîðîäíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà (4) íàçûâàåòñÿ ðå-

ãóëÿðíîé, åñëè íå ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíûõ êîíñòàíò �1; : : : ; �n (õîòÿ

áû îäíà èç êîòîðûõ íå ðàâíà íóëþ) òàêèõ, ÷òî 8x 2 R
n
x
T (�1B1 + � � � +

�nBn)x = 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (4) íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîé èëè îñîáîé

ñèñòåìîé.
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Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå (4) ïî ôîðìóëå x(t) = Sw(t), ãäå

S 2 Cn�n � íåêîòîðîå íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Òîãäà ïî-

ëó÷èì

_w =

0
B@

_w1(t)
...

_wn(t)

1
CA = S�1

0
@ w

T (t)STB1Sw(t)

: : : : : :

w
T (t)STBnSw(t)

1
A : (6)

Â [1] ïîêàçàíî, êàê ñ ïîìîùüþ çàìåíû x(t) = Sw(t) ïðåäñòàâèòü ðåãóëÿð-

íóþ ñèñòåìó (4) â âèäå0
B@

_w1(t)
...

_wn(t)

1
CA =

0
@ (p11w1(t) + :::+ p1nwn(t))

2

: : : : : : : : :

(pn1w1(t) + � � �+ pnnwn(t))
2

1
A ; (7)

ãäå pij � íåêîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Îñëàáèì òðåáîâàíèÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ S. Ïóñòü òåïåðü S 2 C
n�n åñòü

ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåõîäà x(t) = Sw(t) îò ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû (4) ê ñèñòåìå

0
B@

_w1(t)
...

_wn(t)

1
CA =

0
BB@

�F1(w(t))

�F2(w(t))

: : : : : : : : : : : : : :

:::� sw2
n(t) � �Fn(w(t))

1
CCA ; (8)

ãäå F1(w); : : : ; Fn(w) � íåêîòîðûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, ïðè÷åì Fn(w) �

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è s > 0. (Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (7) ÿâëÿåòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (8).)

Îïðåäåëåíèå 4. Ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà (4) íàçûâàåòñÿ R-ñèñòåìîé,

åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå S, ïðèâîäÿùåå ñèñòåìó (4)

ê ôîðìå (8).

Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà (4) áóäåò R-ñèñòåìîé òîã-

äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà �1; : : : ; �n òàêèå, ÷òî

ìàòðèöà (�1B1 + � � � + �nBn) áóäåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî (èëè îòðèöàòåëü-

íî) îïðåäåëåííîé. (Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé x(t) = Sw(t)

ëþáàÿ èç êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (6), èìå-

åò âèä ST (�1B1 + � � � + �nBn)S, ãäå (�1; : : : ; �n) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêà

ìàòðèöû S�1. Çàìå÷àíèå, ïðèâåäåííîå âûøå, ñëåäóåò òåïåðü èç òîãî, ÷òî

êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, êîòîðûå ïîñòðîåíû ïî ìàòðèöàì (�1B1+ � � �+�nBn) è

ST (�1B1+ � � �+�nBn)S, èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êâàäðàòîâ.)

Ïîêàæåì íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ, ÷òî ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîñòè èãðàåò

â äàëüíåéøåì ñóùåñòâåííóþ ðîëü.
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Ï ð è ì å ð 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó�
_x1(t) = x1(x1 + bx2)

_x2(t) = �x2(x1 + bx2)
(9)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x10; x20.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå c = x10x20. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (9) çàâèñèò îò

çíàêà ÷èñëà bc. Èìååì

1)bc > 0 : x1(t) =
p
bc tg(t

p
bc); x2(t) = c

 
p
bc tg(t

p
bc)

!
�1

;

2)bc < 0 : x1(t) =
p
jbcj1 + exp (2t

p
jbcj)

1� exp (2t
p
jbcj)

; x2(t) =
cp
jbcj

� 1� exp (2t
p
jbcj)

1 + exp (2t
p
jbcj)

:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè b 6= 0, òî â ñëó÷àå 1) ñèñòåìà (9) èìååò òîëüêî

òðèâèàëüíûé êîíóñ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè � = fx10 = 0; x20 = 0g:
(Äåéñòâèòåëüíî, åñëè c = 0, òî lim

t!1

x2(t) = 0:) Â ñëó÷àå 2) ïðè c = 0 ñóùåñò-

âóåò òîëüêî òðèâèàëüíûé êîíóñ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè � = fx10 =

0; x20 = 0g (îïÿòü æå lim
t!1

x2(t) = 0); åñëè æå c 6= 0, òî ñèñòåìà (9) íåóñòîé÷è-

âà. (Ñóùåñòâóåò òî÷êà t� 2 [0;1) òàêàÿ, ÷òî 1� exp (2t�
p
jbcj) = 0.)

Ï ð è ì å ð 2. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó�
_x1(t) = �x21
_x2(t) = x21

(10)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x10; x20.

Òîãäà

x1(t) =
x10

1 + x10t
; x2(t) = x10 + x20 �

x10

1 + x10t
:

Åñëè x10 + x20 6= 0, òî ñèñòåìà (10) óñòîé÷èâà, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâà. Åñëè æå x10 + x20 = 0, òî ñóùåñòâóåò òîëüêî òðèâèàëüíûé êîíóñ

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè � = fx10 � 0; x10+x20 = 0g. (Ýòî � ïîëóïðÿ-

ìàÿ, âûõîäÿùàÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò.)

Ï ð è ì å ð 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöû B1; : : : ; Bn ñèñòåìû (4) óäîâ-

ëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ: ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà �1; : : : ; �n òàêèå,

÷òî �1B1 + � � � + �nBn = 0: Òîãäà _x1(t) + � � � + _xn(t) = 0 èç ñèñòåìû (5)

âûòåêàåò, ÷òî �1v1 + � � � + �nvn = 0: Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

ðàñïîëîæåíà íà ïîäïðîñòðàíñòâå X0 = f�1x10+ � � �+�nxn0 = 0g ðàçìåðíîñòè
n � 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íåòðèâèàëüíûé êîíóñ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

íå ñóùåñòâóåò.
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Îòìåòèì, ÷òî â ïðèìåðå 1 ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ðåãóëÿðíà, íî

íå R-ñèñòåìà; â ïðèìåðàõ 2 è 3 ñèñòåìû íåðåãóëÿðíû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

óêàçàííûõ ñèñòåì íåòðèâèàëüíûé êîíóñ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íå

ñóùåñòâóåò. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è îïðàâäûâàåò ââåäåíèå ïîíÿòèÿ ðå-

ãóëÿðíîé ñèñòåìû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç l(0 � l � 2n�1) ÷èñëî íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé

ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû (5).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü x(x0; t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (4), çàâèñÿùåå îò âåê-

òîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ x0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì 1) è 2) îïðåäåëåíèÿ 2. Òîãäà, åñëè l 6= 0, ñóùåñòâóåò òðèâèàëüíûé

êîíóñ � 6= 0 àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. a) Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå âåêòîð-ôóíêöèè

x(x0; t) â ðÿä Òåéëîðà

x(x0; t) = x0 +
x
0

0

1!
t+ � � �+ x

(i)
0

i!
ti + � � � :

(Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îäíîðîäíîñòè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (4), âñå êîîðäè-

íàòû âåêòîð-ôóíêöèè x
(i)
0 ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè i+ 1

îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò âåêòîðà x0; i = 1; 2; : : : .)

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà äðóãîãî ðåøåíèÿ x(�x0; t) ñèñòåìû

(4), ãäå � � ïðîèçâîëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Òîãäà â ñèëó îäíîðîä-

íîñòè êîîðäèíàò âåêòîð-ôóíêöèè x
(i)
0 ïîëó÷èì

x(�x0; t) = �x0 + �2
x
0

0

1!
t+ � � � + �i+1

x
(i)
0

i!
ti + � � � = �x(x0; �t):

Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ 8t � 0 kx(x0; t)k < M è lim
t!1

kx(x0; t)k = 0. Â ðåçóëü-

òàòå â ñèëó òîãî, ÷òî � > 0 (è, ñëåäîâàòåëüíî, t� = �t > 0) äëÿ ôóíêöèè

x(�x0; t) áóäåì èìåòü

kx(�x0; t)k = �kx(x0; �t)k = �kx(x0; t�)k < �M

è

lim
t!1

kx(�x0; t)k = � lim
t�!1

kx(x0; t�)k = 0:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ X0 � R
n òàêèõ, ÷òî 8x0 2

X0, ðåøåíèå x(x0; t) ñèñòåìû (4) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2) îïðåäåëå-

íèÿ 2, îáðàçóåò êîíóñ.
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b) Îñòàëîñü åùå ïîêàçàòü, ÷òî X0 6= 0. Ïî óñëîâèþ ñèñòåìà (5) èìååò

ïî êðàéíåé ìåðå îäíî (l = 1) íåòðèâèàëüíîå âåùåñòâåííîå ðåøåíèå v� =

(v�1 ; : : : ; v
�

n
)T : Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âåùåñòâåííûé âåêòîð v(t) =

((v�1=(1 + t); : : : ; v�n=(1 + t))T ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (4). (Äëÿ ýòîãî ðå-

øåíèÿ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ äàííûõ x0 áóäåò âåêòîð v
�.) Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

kv(t)k � kv�k è lim
t!1

v(t) = 0: Òàêèì îáðàçîì, � = X0 = v
� 6= 0, ÷òî è

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Âû÷èñëèì âñå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé z1 = w1=wn; : : : ; zn�1
= wn�1=wn. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (8), ïîëó÷èì0

BBB@
_z1(t)
...

_zn�1(t)

_wn(t)

1
CCCA

=

0
BBBBBB@

�F1(w)wn + Fn(w)w1

w2
n

= G1(z1(t); : : : ; zn�1(t))wn(t)

: : : : : : : : : : : : : :

�Fn�1(w)wn + Fn(w)wn�1

w2
n

= Gn�1(z1(t); : : : ; zn�1(t))wn(t)

�Fn(z1; : : : ; zn�1)w2
n(t)

1
CCCCCCA
; (11)

ãäå Gk(z1; : : : ; zn�1) � êóáè÷åñêèå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ z1; : : : ; zn�1; k =

1; : : : ; n� 1.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

G1(z1; : : : ; zn�1) = 0; : : : ; Gn�1(z1; : : : ; zn�1) = 0: (12)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z�1; : : : ; z
�

l
2 Rn�1; 1 � l � 2n � 1, âñå íåíóëåâûå âåùåñò-

âåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (12) è ââåäåì â ñèñòåìó (11) íîâûå ïåðåìåííûå yj
ïî ôîðìóëàì yj = z� z�

j
; j = 1; : : : ; l. Òîãäà ïîëó÷èì

0
BBB@

_yj1(t)
...

_yj;n�1(t)

_wn(t)

1
CCCA =

0
BBBB@

P1(yj1(t); :::; yj;n�1(t))wn(t)

: : : : : : : : : : : :

Pn�1(yj1(t); : : : ; yj;n�1(t))wn(t)

�Fn(yj1 + z�
j1; : : : ; yj;n�1 + z�

j;n�1)w
2
n(t)

= �(f(yj) + s)w2
n
(t)

1
CCCCA ; (13)

ãäå yj = (yj1; : : : ; yj;n�1)
T ; P1(yj) = � � � = Pn�1(yj) = 0, åñëè yj = 0; f(yj)

� íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ (f(0) = 0) îò êîîðäèíàò âåêòîðà

yj 2 R
n�1 è âåùåñòâåííîå ÷èñëî s > 0 ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè; j =

1; : : : ; l:
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Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (4) ÿâëÿåòñÿ R-ñèñòåìîé. Òîã-

äà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî êîíóñà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-

âîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîãî j 2 f1; : : : ; lg òðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû

_yj(t) =

0
B@

_yj1(t)
...

_yj;n�1(t)

1
CA =

0
@ P1(yj1(t); : : : ; yj;n�1(t))

: : : : : : : : : : : :

Pn�1(yj1(t); : : : ; yj;n�1(t))

1
A (14)

áûëî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì yj1 = y1; : : : ; yj;n�1 = yn�1,

wn = w è wn0 = w0 > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 
 2 Rn�1 íåêîòîðóþ îòêðûòóþ

îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ íà÷àëî êîîðäèíàò. Èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò ñó-

ùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà V (y1; : : : ; yn�1) äëÿ ñèñòåìû (14) [3]. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà y = (y1; : : : ; yn�1)
T 2 


V (y1; : : : ; yn�1) > 0;

@V (y1; : : : ; yn�1)

@y1
� _y1 + � � �+

@V (y1; : : : ; yn�1)

@yn�1
� _yn�1 < 0:

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (13):

w(t) =
w0

1 + w0

tR
0

(f(yj)(�) + s)d�

:

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè w0 > 0, òî 8t 2 [0;1) w = w(t) > 0.

Ñ ó÷åòîì âèäà w(t) ââåäåì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ Vw =

V (y1; : : : ; yn�1) + w2, ãäå y1; : : : ; yn�1 � ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13). Òîãäà â ñèëó

ñèñòåì (13) è (14) èìååì

@Vw

@y1
� _y1+ � � �+

@Vw

@yn�1
� _yn�1+2w � _w =

@V

@y1
� _y1w+ � � �+ @V

@yn�1
� _yn�1w+2w � _w < 0;

åñëè 8t 2 [0;1) w = w(t) > 0.

Ïóñòü òåïåðü w0 < 0. Òîãäà âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

a) 8t 2 [0;1)1+w0

tR
0

(f(yj)(�)+s)d� > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, w(t) < 0, _Vw > 0

è òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (13) íåóñòîé÷èâî.

b) 9t� > 0 òàêîå, ÷òî 1 + w0

t
�R
0

(f(yj)(�) + s)d� = 0. Òîãäà lim
t!t�

w(t) = �1.
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c) 8t 2 [0;1)1 + w0

tR
0

(f(yj)(�) + s)d� < 0. Çäåñü âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè:

c1) ôóíêöèÿ (f(yj)(�) + s) îãðàíè÷åíà íà [0;1); òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâó-

åò òî÷êà t� òàêàÿ, ÷òî 1 + w0

tR
0

(f(yj)(�) + s)d� = 1 + w0(f(yj)(t
�) + s)t, è

ïðèõîäèì ê ñèòóàöèè a) èëè b) è c2) lim
t!1

(f(yj)(t) + s) =1; òîãäà kyjk ! 1,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (14). Ñëåäîâàòåëü-

íî, ñèñòåìà (13) èìååò íåòðèâèàëüíûé êîíóñ � = fw
; wg àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè. Åñëè âåðíóòüñÿ ê ñòàðûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì, ÷òî è ñèñòå-

ìà (4) òàêæå èìååò íåòðèâèàëüíûé êîíóñ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Ýòî

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ áîëåå ïîëåçíûì, ÷åì òåîðåìà 2, ìîæåò áûòü

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Îãðàíè÷èìñÿ óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (ïî-

ñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (13) îñòàâèì áåç èçìåíåíèÿ):�
_yj(t) = wn(t)Hjyj ;

_wn(t) = �Fn(yj1 + z�
j1; : : : ; yj;n�1 + z�

j;n�1)w
2
n
(t) = �(f(yj) + s)w2

n
(t);

(15)

ãäå íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(yj) è âåùåñòâåííîå ÷èñëî s > 0 ÿâëÿþòñÿ

èçâåñòíûìè; Hj 2 R(n�1)�(n�1).

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî

êîíóñà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû õîòÿ áû îäíà

èç ìàòðèö Hj áûëà ãóðâèöåâîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) n > 1: Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëÿïóíîâà îá

óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ [3], åñëè ìàòðèöà Hr ãóðâèöåâà äëÿ

íåêîòîðîãî r 2 f1; : : : ; lg, òî ðåøåíèå ñèñòåìû _yr(t) = Hryr(t) àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî.

Ïóñòü òåïåðü lim
t!1

_yr = 0. Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (15) ïðè äîñòà-

òî÷íî áîëüøèõ t ñòðåìèòñÿ ê óðàâíåíèþ _wn(t) = �sw2
n
(t). Ðåøåíèå æå ïî-

ñëåäíåãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä wn(t) = wn0=(1 + swn0t). Òàêèì îáðàçîì, ïðè

íà÷àëüíîì óñëîâèè wn0 � 0 wn(t) � 0 ìàòðèöà wn(t)Hr îñòàåòñÿ ãóðâèöåâîé

(ïðè wn0 6= 0) è ïîòîìó lim
t!1

_yr(t) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (15) àñèìïòî-

òè÷åñêè óñòîé÷èâà äëÿ j = r. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå Ëÿïóíîâà [3] ñèñòåìà

(11), à çíà÷èò, è ñèñòåìà (4) áóäóò ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè.

2) n = 1. Â ýòîì ñëó÷àå â ñèñòåìå (15) ïåðâîå óðàâíåíèå îòñóòñòâóåò,

à âòîðîå èìååò âèä w1(t) = �sw2
1(t). Ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ

ïî ôîðìóëå w1(t) = w10=(1+ sw10t). Òàêèì îáðàçîì, ïðè w10 � 0 ýòî ðåøåíèå

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âåêòîð x� = Sw�
r
2

� � Rn, ãäå âåêòîðw�
r
= (z�

r
wn0; wn0)

T = (z�
r1wn0; : : : ; z

�

r;n�1wn0; wn0)
T , ìîæíî

ñ÷èòàòü îñüþ íåêîòîðîãî ëîêàëüíîãî êîíóñà óñòîé÷èâîñòè, ïðèíàäëåæàùåãî

êîíóñó àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè � .

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ êîíóñà óñòîé÷èâîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Nk ìíîãîîáðàçèå âñåõ ðåøåíèé îäíîãî èç óðàâíåíèé (12)(k 2 f1; :::; n � 1g).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòüMr � Rn�1,

ãðàíèöà êîòîðîé îáðàçîâàíà ìíîãîîáðàçèÿìè N1; : : : ;Nn�1, ñîäåðæàùàÿ òî÷-

êó z�r. Ïî îáëàñòè Mr ïîñòðîèì êîíóñ Kr = fzwn; wngT 2 Rn, ãäå âåêòîð z

ïðîáåãàåò âñþ îáëàñòüMr, à ïåðåìåííàÿ wn � ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëü-

íûõ ÷èñåë. Òîãäà � � Kr.

3. Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (3)

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A0 äèàãîíàëèçèðóåìà è âñå åå

ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåþò íåïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L 2 Rn�n ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ìàòðè-

öó A0 ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, è ââåäåì â ñèñòåìó (3) íîâóþ ïåðåìåííóþ w ïî

ôîðìóëå x = Lw. Òîãäà ïîëó÷èì

_w = L�1A0Lw+

0
@ (Lx)TB1Lx

: : : : : :

(Lx)TBnLx

1
A =

0
BBBBBBBB@

��1w1

...

��kwk

0
...

0

1
CCCCCCCCA

+

0
BBBBBB@

w
TH1w

: : : : :

w
THkw

w
THk+1w

: : : : :

w
THnw

1
CCCCCCA
; (16)

ãäå k =rangA0.

Ââåäåì òåïåðü â ñèñòåìó (16) íîâóþ ïåðåìåííóþ z ïî ôîðìóëå

z = (z1; : : : ; zn)
T =

 
1

w1
; : : : ;

1

wn

!T

:

Òîãäà ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì0
BBBBBBBB@

_z1
...

_zk
_zk+1
...

_zn

1
CCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBB@

�1z1
...

�kzk
0
...

0

1
CCCCCCCCA

+

0
BBBBBB@

P1(z1=z1; : : : ; zn=z1)

: : : : :

Pk(z1=zk; : : : ; zn=zk)

Pk+1(z1=zk+1; : : : ; zn=zk+1)

: : : : :

Pn(z1=zn; : : : ; zn=zn)

1
CCCCCCA
; (17)

12 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, àíàëèç, ãåîìåòðèÿ, 2005, ò. 12, � 1



Îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì

ãäå Pk(z1=zk; : : : ; zn=zk) � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ z1=zk; : : : ; zn
=zk. (Òàê êàê zk=zk � 1, òî ÿñíî, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ áóäåò

n� 1.)

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëàãðàíæà âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ [3] íàé-

äåì ðåøåíèå ñèñòåìû (17), êîòîðîå áóäåò èìåòü âèä

0
BBBBBBBB@

z1(t)
...

zk(t)

zk+1(t)
...

zn(t)

1
CCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBB@

exp(�1t)z10
...

exp(�kt)zk0
zk+1;0

...

zn;0

1
CCCCCCCCA
+

0
BBBBBBBBBBBBBBB@

tR
0

exp(�1(t� �))P1(z1=z1; : : : ; zn=z1)d�

: : : : :
tR
0

exp(�k(t� �))Pk(z1=zk; : : : ; zn=zk)d�

tR
0

Pk+1(z1=zk+1; : : : ; zn=zk+1)d�

: : : : :
tR
0

Pn(z1=zn; : : : ; zn=zn)d�

1
CCCCCCCCCCCCCCCA

:

Åñëè ñíîâà âåðíóòüñÿ ê ïåðåìåííûì w1; : : : ; wn, òî èç ïîñëåäíåé ñèñòåìû

ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ w1(t); : : : ; wn(t) ïî ôîðìóëàì

w1(t) =
w10 exp(��1t)

1 + w10

tR
0

exp(��1�)P1(w1(�)=w1(�); : : : ; w1(�)=wn(�))d�

;

: : : : : : : : : : : : : : :

wk(t) =
wk0 exp(��kt)

1 + wk0

tR
0

exp(��k�)Pk(wk(�)=w1(�); : : : ; wk(�)=wn(�))d�

;

wk+1(t) =
wk+1;0

1 + wk+1;0

tR
0

Pk+1(wk+1(�)=w1(�); : : : ; wk+1(�)=wn(�))d�

;

: : : : : : : : : : : : : : :

wn(t) =
wn0

1 +wn0

tR
0

Pn(wn(�)=w1(�); : : : ; wn(�)=wn(�))d�

:

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A0 ñèñòåìû (3) ÿâëÿåòñÿ äèà-

ãîíàëüíîé. Ïóñòü � � êîíóñ àñèìïòîòè÷åñêèé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (4).

Òîãäà åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A0 íåïîëîæèòåëüíû, òî óñëîâèå

x0 2 � äîñòàòî÷íî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (3).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

L ïðèâåäåì ñèñòåìó (3) ê âèäó (16).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (4) èìååò íåòðèâèàëüíûé êîíóñ àñèìïòîòè÷å-

ñêîé óñòîé÷èâîñòè �. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ïðè A0 = 0 îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

(16) áóäåò èìåòü êîíóñ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè L�1�.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåêòîð íà÷àëüíûõ äàííûõ w0 2 L�1�. Òîãäà,

êàê ñëåäóåò èç ôîðìóë äëÿ w1(t); : : : ; wn(t), äëÿ ëþáîãî t � 0 äîëæíû âûïîë-

íÿòüñÿ óñëîâèÿ

1 + wk0

tZ
0

Pk(wk(�)=w1(�); : : : ; wk(�)=wn(�))d�

= 1 +

tZ
0

Hk(�)d� > 0; k = 1; : : : ; n: (18)

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ èçâåñòíàÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå òåî-

ðåìà î ñðåäíåì, êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà êîòîðîé òàêîâà. Ïóñòü �(t) è

 (t) � íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèè. Òîãäà åñëè ôóíêöèÿ �(t) çíà-

êîïîñòîÿííà íà [a; b], òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà � 2 [a; b], äëÿ êîòîðîé ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî
bZ

a

 (t)�(t)dt =  (�)

bZ
a

�(t)dt:

Ïðèìåíèì òåîðåìó î ñðåäíåì ê èíòåãðàëó

tZ
0

Pk(wk(�)=w1(�); : : : ; wk(�)=wn(�))d�:

Ïîëó÷èì
tZ

0

Pk(wk(�)=w1(�); : : : ; wk(�)=wn(�))d�

= Pk(wk(�t)=w1(�t); : : : ; wk(�t)=wn(�t))t

äëÿ íåêîòîðîãî �t 2 (0; t), çàâèñÿùåãî îò t. Íî òàê êàê t ! 1, òî äëÿ òîãî

÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (18), íåîáõîäèìî

Hk(t) = wk;0Pk(wk(t)=w1(t); : : : ; wk(t)=wn(t)) � 0; 8t 2 [�;1); (19)

ãäå � > 0 � íàèáîëüøèé èç êîðíåé ôóíêöèè Pk(wk(t)=w1(t); : : : ; wk(t)=wn(t)).
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Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó î ñðåäíåì ê èíòåãðàëó

tZ
0

exp(��k�)Pk(wk(�)=w1(�); : : : ; wk(�)=wn(�))d�:

Òàê êàê exp(��k�) � 0, òî

tZ
0

exp(��k�)Pk(wk(�)=w1(�); : : : ; wk(�)=wn(�))d�

= Pk(wk(�t)=w1(�t); : : : ; wk(�t)=wn(�t))

tZ
0

exp(��k�)d�

= Pk(wk(�t)=w1(�t); : : : ; wk(�t)=wn(�t))
1� exp(��kt)

�k

äëÿ íåêîòîðîãî �t 2 (0; t), çàâèñÿùåãî îò t.

Âåëè÷èíà 1 � exp(��kt) � 0. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (19), ïîëó-

÷èì

1+

tZ
�

Gk(�)d� = 1+wk0

tZ
�

exp(��k�)Pk(wk(�)=w1(�); : : : ; wk(�)=wn(�))d� > 0:

(20)

Òåïåðü èññëåäóåì çíàê ôóíêöèè

1 +

tZ
0

Gk(�)d� = 1 +wk0

tZ
0

exp(��k�)Pk(wk(�)=w1(�); : : : ; wk(�)=wn(�))d�;

ãäå t 2 [0; �].

Ïóñòü 0 � �k1 < � � � < �kr = � � âñå âåùåñòâåííûå êîðíè ôóíêöèè Hk(t),

ðàñïîëîæåííûå íà èíòåðâàëå [0; �]. Òîãäà óñëîâèÿ (18) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

1 +

tZ
0

Hk(�)d� = 1 +

�k1Z
0

Hk(�)d� + :::+

�kiZ
�k;i�1

Hk(�)d� +

tZ
�ki

Hk(�)d� > 0; (21)

ãäå � � t � �kr; i 2 f1; : : : ; rg; k = 1; : : : ; n:

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

1 +

tZ
0

Gk(�)d� = 1 +

�k1Z
0

Gk(�)d� + :::+

�krZ
�k;i�1

Gk(�)d� +

tZ
�ki

Gk(�)d�; (22)
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ãäå � � t � �ki; i 2 f1; : : : ; rg; k = 1; : : : ; n:

Çàìåòèì, ÷òî â (21) è (22) ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò â óêàçàí-

íûõ ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ ñâîé çíàê. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó

î ñðåäíåì ê êàæäîìó èç èíòåãðàëîâ, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (22):

1 +

tZ
0

Gk(�)d� = 1 + exp(��k�1)
�k1Z
0

Hk(�)d�+

� � �+ exp(��k�i)
�kiZ

�k;i�1

Hk(�)d� + exp(��k�i+1)
tZ

�ki

Hk(�)d�; (23)

ãäå 0 � �1 < � � � < �i+1 < t è, ñîîòâåòñòâåííî,

1 � exp(��k�1) > � � � > exp(��k�i+1) > 0: (24)

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ ôîðìóëû (23): 1)
�k1R
0

Hk(�)d� > 0 è 2)
�k1R
0

Hk(�)d� < 0.

Çàìåòèì, ÷òî â íåðàâåíñòâàõ (21) çíàêè èíòåãðàëîâ, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè,

÷åðåäóþòñÿ; âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ôàêòîì äëÿ àíàëèçà ñëó÷àåâ 1) è 2).

1) Ïåðåïèøåì óñëîâèÿ (21) â ñëåäóþùåì âèäå:

1+

tZ
0

Hk(�)d� = 1+

iX
j=2

 �k;j�1Z
�k;j�2

Hk(�)d� � j
�kjZ

�k;j�1

Hk(�)d� j
!

+

tZ
�ki

Hk(�)d� > 0:

(25)

ßñíî, ÷òî â (25) êàæäàÿ ñêîáêà, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ñóììû, è ïîñëåäíèé

èíòåãðàë, êîòîðûé ïðèñóòñòâóåò òîëüêî äëÿ íå÷åòíûõ i, áóäóò íåîòðèöàòåëü-

íûìè.

Ïðåäñòàâèì ïîäîáíûì îáðàçîì è ôîðìóëó (23)

1 +

tZ
0

Gk(�)d�

= 1 +

iX
j=2

 
exp(��k�j�1)

�k;j�1Z
�k;j�2

Hk(�)d� � exp(��k�j)j
�kjZ

�k;j�1

Hk(�)d� j
!

+exp(��k�i+1)
tZ

�ki

Hk(�)d�: (26)

16 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, àíàëèç, ãåîìåòðèÿ, 2005, ò. 12, � 1



Îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì

Ó÷èòûâàÿ (24) è (25), èç (26) ïîëó÷àåì

1 +

tZ
0

Gk(�)d� > 0 8t 2 [0; �]: (27)

2) Ïåðåïèøåì óñëîâèÿ (21) â òàêîì âèäå:

1 +

tZ
0

Hk(�)d� =

 
1�

�k;1Z
0

Hk(�)d�

!

+

iX
j=3

 �k;j�1Z
�k;j�2

Hk(�)d� � j
�kjZ

�k;j�1

Hk(�)d� j
!

+

tZ
�ki

Hk(�)d� > 0;

ãäå òàê æå, êàê è â (25), êàæäàÿ ñêîáêà, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ñóììû, è ïîñëåä-

íèé èíòåãðàë (îí ïðèñóòñòâóåò òîëüêî äëÿ ÷åòíûõ i) áóäóò íåîòðèöàòåëüíû-

ìè.

Äàëüíåéøèé õîä ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (27).

Ñëåäîâàòåëüíî, îíî âåðíî è â ñëó÷àå 2). Ó÷èòûâàÿ åùå è íåðàâåíñòâî (19),

ïîëó÷àåì, ÷òî (20) (òàê æå, êàê è íåðàâåíñòâî (27)) èìååò ìåñòî íà âñåì

èíòåðâàëå [0;1). Íî òîãäà w1(t) ! 0; : : : ; wn(t) ! 0 ïðè t ! 1. Ïîñëåäíåå

çàìå÷àíèå è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

4. Ñèíòåç çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ

àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû (1)

â ñìûñëå Ëÿïóíîâà

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëà ðàçâèòà òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè êâàäðàòè÷íûõ

ñèñòåì íà êîíóñå. Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ è,

â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è ñèíòåçà çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ äëÿ áèëèíåéíûõ ñèñòåì,

óñòîé÷èâîñòü íà êîíóñå èìååò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè. Ïîýòî-

ìó áóäåò ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñèíòåçèðîâàòü çàêîí óïðàâëåíèÿ

äëÿ ñèñòåìû (1), êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü çà-

ìêíóòîé ñèñòåìû íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî îáðàòíûå ñâÿçè Ki äëÿ ñèñòåìû (1) âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû êîíóñû

�i = �i(Ki) àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, çàâèñÿùèå îò Ki, íàêðûâàëè âñå

ïðîñòðàíñòâî Rn: Rn = �1

S � � �S�d, ãäå d � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ íåáîëüøàÿ ìîäèôèêàöèÿ èçâåñòíîé

òåîðåìû 8 [2].

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû (4) âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
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1) íà÷àëüíûå äàííûå xi0 � 0;

2) ôîðìû (x1; : : : ; xi�1; 0; xi+1; : : : ; xn)Bi(x1; : : : ; xi�1; 0; xi+1; : : : ; xn)
T ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû;

3) íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ri òàêèå, ÷òî ôîðìà xT (

nX
i=1

riBi)x

îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà; i = 1; : : : ; n. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4)

óñëîâíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 êîýôôèöèåíò, ñòîÿùèé ïðè x2
i
, i =

1; : : : ; n, â ôîðìå xTBix, âñåãäà îòðèöàòåëüíûé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3 êîíóñ àñèìïòîòè÷å-

ñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîëíîé ñèñòåìû (4) (èëè (3)) ñîäåðæèò ïåðâûé îðòàíò.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòèõ êîíóñîâ, ââåäåì â ñèñòåìó (1),(2) îáðàòíóþ ñâÿçü ïî

ôîðìóëå u = Ky, ãäå ìàòðèöà K âûáèðàåòñÿ èç åäèíñòâåííîãî óñëîâèÿ: îä-

íîðîäíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà äîëæíà áûòü ïîëíîé. (ßñíî, ÷òî óðàâíåíèÿ

(3) áóäóò çàâèñåòü îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K.)

Èñõîäÿ èç òåîðåìû 4, ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì ñèíòåçà.

4.1. Àëãîðèòì

1. Ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L 2 Rn�n ââåñòè â ñèñòå-

ìó (4) íîâóþ ïåðåìåííóþ w ïî ôîðìóëå x = Lw:

_w = L�1

0
@ (Lw)T (t)B1(K)Lw(t);

: : : : : : : : : :

(Lw)T (t)Bn(K)Lw(t)

1
A : (28)

(Äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî àíàëèçà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî L = I � åäèíè÷íàÿ ìàò-

ðèöà.)

2. Çàïèñàòü óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè Ñèëüâåñòðà [3] äëÿ

êàæäîé èç ñèñòåìû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì0
B@
w

T f1(K;L)w
...

w
T fn(K;L)w

1
CA = L�1

0
@ (0; w2; :::; wn)L

TB1(K)L(0; w2; : : : ; wn)
T

: : : : : : : :

(w1; : : : ; wn�1; 0)L
TBn(K)L(w1; : : : ; wn�1; 0)

T

1
A ;

ãäå fi(K;L) � ìàòðèöà ðàçìåðîâ n� n; i = 1; : : : ; n.

3. Çàïèñàòü óñëîâèÿ îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè Ñèëüâåñòðà [3] äëÿ

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

w
T

nX
i=1

rifi(K;L)w;
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ãäå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà r1; : : : ; rn ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.

4. Íàéòè ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç (n � 1)2 + n íåðà-

âåíñòâ, ïîëó÷àþùèõñÿ èç óñëîâèé Ñèëüâåñòðà, îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

ìàòðèö K, L è ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë r1; : : : ; rn. Åñëè ðåøåíèå îòñóòñòâóåò,

òî ïðèîñòàíîâèòü ðàáîòó àëãîðèòìà.

Åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 4, â i-ì óðàâíå-

íèè ñèñòåìû (28) êîýôôèöèåíò ïðè x2
i
, i = 1; : : : ; n, áóäåò îòðèöàòåëüíûì è

àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí ñëåäóùèì ñïîñîáîì.

5. Çàôèêñèðîâàòü ìàòðèöó L èç ï. 4 è ñîñòàâèòü 2n äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö

Di =diag(�1; : : : ;�1), ó êîòîðûõ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïðèíèìàþò âñåâîç-

ìîæíûå çíà÷åíèÿ +1 èëè �1.

6. Â ñèñòåìå (28) ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî ôîðìóëå w! Diw (äëÿ

óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû îñòàâèëè ñòàðîå îáîçíà÷åíèå ïåðåìåííîé w), i =

1; : : : ; 2n.

7. Ïîâòîðèòü ïï. 3 è 4 àëãîðèòìà 2n ðàç è íàéòè ìàòðèöû Ki;

i = 2; 3; : : : ; 2n. (ßñíî, ÷òî D1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è ïîòîìó K1 = K.)

8. Íàéòè ìàòðèöû îáðàòíûõ ñâÿçåé â èñõîäíîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà Rn

ïî ôîðìóëàì Ki � (LDi)
�1; i = 1; : : : ; 2n.

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè íàéòè ðåáðà ai1; : : : ;ain êîíóñîâ àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè �i ïî ôîðìóëàì

(ai1; : : : ;ain) =

0
B@

1 : : : 0
...

. . .
...

0 : : : 1

1
CA � (LDi)

�1; i = 1; 2; : : : ; 2n;

òî, èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå òåîðåìû 4, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîíóñû àñèìïòîòè-

÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1), çàìêíóòîé íàéäåííûìè îáðàòíûìè ñâÿçÿ-

ìè, ïîëíîñòüþ íàêðîþò âñå ïðîñòðàíñòâî Rn.(Îíè âñå ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâîãî

îðòàíòà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (LDi)
�1.)

Òàêèì îáðàçîì, çàêîí óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèåé âåêòîðà

íà÷àëüíûõ äàííûõ x0. Åñëè x0 2 �i, òî ui(t) = Ki(�i)Cx(t), i 2 f1; 2; : : : ; 2ng.

5. Ïðèìåðû

1) Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñëåäóþùåé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà:8<
:

_x1 = �(�2x1 + x2 + x3)
2

_x2 = �(2x1 � 3x2 + x3)
2

_x3 = �(x1 + x2 � 3x3)
2

:
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Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå x1=x3 = z1; x2=x3 = z2 è ïîñòðîèì ñèñòåìó

(11):8<
:

_z1(t) = ((�1 + z1)z
2
2 + (2z21 � 2z1 � 2)z2 + z31 � 10z21 + 13z1 � 1)x3(t)

_z2(t) = (z32 + (�15 + 2z1)z
2
2 + (z21 + 6z1 + 15)z2 � 4z21 � 4z1 � 1)x3(t)

_x3 = �(z1 + z2 � 3)2x23(t)

: (29)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (12)�
G1(z1; z2) = (�1 + z1)z

2
2 + (2z21 � 2z1 � 2)z2 + z31 � 10z21 + 13z1 � 1 = 0

G2(z1; z2) = z32 + (�15 + 2z1)z
2
2 + (z21 + 6z1 + 15)z2 � 4z21 � 4z1 � 1 = 0:

(Çäåñü ïðèìåíåíà óïðîùåííàÿ èíäåêñàöèÿ.)

Èñêëþ÷àÿ ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàíòà [4] èç ïîñëåäíåé ñèñòåìû ïåðåìåííóþ

z2, ïîëó÷èì äëÿ z1 ñëåäóþùåå óðàâíåíèå: 1156z
7
1�11629z61+45659z51�91185z41+

99120z31 � 56960z21 + 14848z1 � 1024 = 0. Êîðíè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ òàêî-

âû: z�11 = 3:6872, z�12 = 1:7974, z�13 = 1:3666, z�14 = 1:3496, z�15 = 1:1379,

z�16 = 0:6180, z�17 = 0:1031.

Â ñâîþ î÷åðåäü, íåèçâåñòíàÿ z2 îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

z2 =
11z41 � 163z31 + 368z21 � 238z1 + 16

�45z31 + 83z21 + 6z1 � 48
:

Ïî êîðíÿì z�1i íàõîäèì èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû êîðíè z�2i : z�21 = 1:7310,

z�22 = 1:7974, z�23 = 1:0423, z�24 = 1:3491, z�25 = 9:9979, z�26 = 1:1805, z�27 =

0:1032.

Ââåäåì â ñèñòåìó (29) íîâóþ ïåðåìåííóþ y ïî ôîðìóëå

z = y + z�
i
= y +

�
z�1i
z�2i

�

è äëÿ êàæäîãî i = 1; : : : ; 7 ïîñòðîèì ìàòðèöû Hi èç óðàâíåíèé ïåðâîãî ïðè-

áëèæåíèÿ (15). Òîãäà ïîëó÷èì:

H1 =

�
5:13 27:12

�4:35 33:1

�
;H2 =

�
�0:71 3:73

5:33 �2:29

�
;

H3 =

�
�4:03 �0:23

�3:65 2:75

�
;H4 =

�
�2:12 �0:11

0:58 �2:82

�
;

H5 =

�
118:13 1:05

266:03 66:05

�
;H6 =

�
3:73 �3:37

2:38 �9:22

�
;H7 =

�
10:81 �2:39

�4:16 12:61

�
:

Ñðåäè ýòèõ ìàòðèö ãóðâèöåâîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ìàòðèöà H4. Ïîýòîìó ðàñ-

ñìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíûé êîíóñ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-

âîñòè K4 ñ íàïðàâëÿþùåé ëèíèåé, çàäàííîé â íåÿâíîé ôîðìå óðàâíåíèÿìè

G1(z1; z2) = 0 è G2(z1; z2) = 0. Çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü M4, ïî êî-

òîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ýòîò êîíóñ, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå.
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Ðèñ. Îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè M4

Íà ðèñóíêå öèôðàìè 2, 3, 4, 6 è 7 èçîáðàæåíû òî÷êè z�2 ; z
�

3 ; z
�

4 ; z
�

6 è z�7 .

(Òî÷êè z�1 è z�5 íå ïîïàëè â ãðàôèê.)

Âåêòîð íà÷àëüíûõ äàííûõ, îáåñïå÷èâàþùèé àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷è-

âîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, äîëæåí èìåòü âèä x0 = (zx3; x3)
T 2 R

3, ãäå

z 2M4; x3 � 0.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áèëèíåéíàÿ ñèñòåìà çàäàíà óðàâíåíèÿìè:�
_x1 = x1u1 + (�x1 � x2)u2
_x2 = (2x1 + x2)u1 + x2u2

:

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü çàêîí óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ â ôîðìå u1 = k11x1+

k12x2; u2 = k21x1 + k22x2.

Ñèñòåìà, çàìêíóòàÿ òàêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ, èìååò âèä�
_x1 = (k11 � k21)x

2
1 + (k12 � k22 � k21)x1x2 � k22x

2
2

_x2 = 2k11x
2
1 + (2k12 + k11 + k21)x1x2 + (k12 + k22)x

2
2

: (30)

Äëÿ óïðîùåíèÿ àëãîðèòìà 4.1 ïîëîæèì L = I è k12 � k22 � k21 = 0 è

2k12+k11+k21 = 0. (Òàêèì ñïîñîáîì ìû ìîæåì îïóñòèòü ïï. 1�4 àëãîðèòìà.)

Òîãäà èç äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé áóäåì èìåòü

k12 = �1

3
(k11 � 2k22); k21 = �1

3
(k11 + k22):

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñèñòåìà (30) ïðèîáðåòåò âèä8><
>:

_x1 =
1

3
(4k11 + k22)x

2
1 � k22x

2
2

_x2 = 2k11x
2
1 +

1

3
(�k11 + 5k22)x

2
2

: (31)
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Ââåäåì îáîçíà÷àíèå

D =
1

9
(4k11 + k22)(�k11 + 5k22) + 2k11k22:

Òîãäà ïï. 5�8 àëãîðèòìà 4.1 ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âûïèøåì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåìû (31) (îíè ñëåäóþò èç òåîðå-

ìû 4 èëè èç òåîðåìû 6[2]) â 1�4 îðòàíòàõ ïëîñêîñòè x10x2:

1(++).

1

3
(4k11 + k22) < 0;�k22 � 0; 2k11 � 0;

1

3
(�k11 + 5k22) < 0; D > 0;

2(+�).

1

3
(4k11 + k22) < 0;�k22 � 0; 2k11 � 0;

1

3
(�k11 + 5k22) > 0; D < 0;

3(��).

1

3
(4k11 + k22) > 0;�k22 � 0; 2k11 � 0;

1

3
(�k11 + 5k22) > 0; D > 0;

4(�+).

1

3
(4k11 + k22) > 0;�k22 � 0; 2k11 � 0;

1

3
(�k11 + 5k22) < 0; D < 0:

Ïî ðåøåíèÿì êàæäîé èç ýòèõ ñèñòåì ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû

îáðàòíûõ ñâÿçåé:

K1 =

�
0 �2

1 �3

�
; K2 =

�
�10 8=3

11=3 �1

�
;

K3 =

�
�1 7

�3 10

�
; K4 =

�
10 �8=3

�11=3 1

�
:

Óðàâíåíèÿ çàìêíóòîé îáðàòíîé ñâÿçüþ Ki; i = 1; : : : ; 4; ñèñòåìû ïîëó÷à-

þòñÿ èç (30) â ñëåäóþùåì âèäå:

1)

�
_x1 = �x21 + 2x22
_x2 = �5x22

; 2)

8><
>:

_x1 = �41

3
x21 + x22

_x2 = �20x21 +
5

3
x22

;

3)

�
_x1 = 2x21 � 10x22
_x2 = �2x21 + 17x22

; 4)

8><
>:

_x1 =
41

3
x21 � x22

_x2 = 20x21 �
5

3
x22:
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè âåêòîð íà÷àëüíûõ äàííûõ x0 ïðèíàäëåæèò îðòàíòó

ñ íîìåðîì i, òî çàêîí óïðàâëåíèÿ äîëæåí âûáèðàòüñÿ â ôîðìå u = Ki(x0)x,

i 2 f1; : : : ; 4g. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî

Ëÿïóíîâó (ãëîáàëüíàÿ) íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì âìåñòî çàäàííîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñèñòåìó�
_x1
_x2

= A0 +
x1u1 + (�x1 � x2)u2
(2x1 + x2)u1 + x2u2

;

ãäå äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà A0 2 R2�2 íå èìååò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ ïîëîæè-

òåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 4 ýòà ñèñòåìà, çàìêíó-

òàÿ îáðàòíûìè ñâÿçÿìè u = Ki(x0)x; i 2 f1; : : : ; 4g, òàêæå áóäåò óñòîé÷èâîé

ïî Ëÿïóíîâó íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ñèíòåçà îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ áèëè-

íåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Ýòîò ìåòîä ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ

ðåãóëÿðíûõ ñèñòåì êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1, 2]. Îä-

íàêî â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àþòñÿ ñèñòåìû êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ðåãóëÿðíûìè [5�7]. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì æåëà-

òåëüíî ðàçâèâàòü òåîðèþ áèëèíåéíûõ (èëè áèëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ) ñèñòåì,

íå îïèðàÿñü íà ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîñòè.

Ñëåäóþøèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ òàêèì òðèâèàëüíûì îáîáùåíèåì òåîðå-

ìû 4 (èëè òåîðåìû 8 [2]).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (4) âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) íà÷àëüíûå äàííûå xi0 � 0;

2) ôîðìû (x1; : : : ; xi�1; 0; xi+1; : : : ; xn)Bi(x1; : : : ; xi�1; 0; xi+1; : : : ; xn)
T ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû;

3) íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ri òàêèå, ÷òî ôîðìà xT (

nX
i=1

riBi)x

íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà; i = 1; : : : ; n.

Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4) óñëîâíî óñòîé÷èâî.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû óæå ìîæíî ïðèñòóïàòü ê èññëåäîâàíèþ áèëè-

íåéíî-êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì, â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäÿò ëèíåéíûå äèôôåðåíöè-

àëüíûå óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå óïðàâëåíèé. Åñëè òàêóþ ñèñòåìó çàìêíóòü

ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ, òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé íå áóäåò ðåãóëÿðíîé.

Àâòîð ïðèíîñèò ñâîþ áëàãîäàðíîñòü ïðîô. Â.Å. Áåëîçåðîâó çà ïîñòàíîâêó

çàäà÷è è ïîìîùü â ðàáîòå.
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On the stability of solutions of systems ordinary

quadratic di�erential equations on cone

S.A. Volkova

The new su�cient conditions of a conditional stability of the trivial solu-

tion of a system of the ordinary quadratic di�erential equations are obtained.

For the homogeneous system a domains of unlocal stability are also indicated

(it will be cones). Then this domain is used for design of piecewise linear

(discontinuous) control lawes on output for a bilinear control system of any

order. Thus a system closed by such discontinuous feed-back becomes glo-

bally stable in the Lyapunuv sense for all the state space. The examples are

given.
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