
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, àíàëèç, ãåîìåòðèÿ

2005, ò. 12, � 1, c. 25�72

Íîâûå ôîðìóëû äëÿ èíäèêàòîðîâ

ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

À.Ô. Ãðèøèí

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.Í. Êàðàçèíà

ïë. Ñâîáîäû, 4, Õàðüêîâ, 61077, Óêðàèíà

Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò íèçêèõ òåìïåðàòóð èì. Á.È. Âåðêèíà ÍÀÍ Óêðàèíû

ïð. Ëåíèíà, 47, Õàðüêîâ, 61103, Óêðàèíà

E-mail:grishin@univer.kharkov.ua

Ò.È. Ìàëþòèíà

Óêðàèíñêàÿ àêàäåìèÿ áàíêîâñêîãî äåëà

óë. Ïåòðîïàâëîâñêàÿ, 56, Ñóìû, 40030, Óêðàèíà

E-mail:malyutina@abank.sumy.ua

Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 2 ñåíòÿáðÿ 2004 ã.

Ñòàòüÿ îòíîñèòñÿ ê òåîðèè ðîñòà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êîíå÷-
íîãî ïîðÿäêà. Âàæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðîñòà òàêèõ ôóíêöèé ÿâ-
ëÿþòñÿ èíäèêàòîð è íèæíèé èíäèêàòîð. Ñðåäè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
ñòàòüè � òåîðåìà, ãäå ïðèâîäÿòñÿ íîâûå ôîðìóëû äëÿ èíäèêàòîðà è
íèæíåãî èíäèêàòîðà. Êàê ïðèëîæåíèå ïîëó÷àåòñÿ êðèòåðèé ïîëíîé ðå-
ãóëÿðíîñòè â ñìûñëå Ëåâèíà�Ïôëþãåðà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè, êîòîðûé ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ëó÷à. Îí óñèëèâàåò
îäíó òåîðåìó Á.ß. Ëåâèíà. Ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì òàêæå îòíîñèòñÿ
òåîðåìà, êîòîðóþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê äàëåêî èäóùóþ ðàçðàáîòêó,
ñâÿçàííóþ ñ òåîðåìîé Áåðíøòåéíà. Ïðè èññëåäîâàíèè ñóáãàðìîíè÷åñ-

êîé ôóíêöèè åå ÷àñòî ñðàâíèâàþò ñ ôóíêöèåé, êîòîðóþ ïîëó÷àþò ñìå-
ùåíèåì ðèññîâñêîé ìåðû ïåðâîíà÷àëüíîé ôóíêöèè íà êîíå÷íîå ÷èñëî
ëó÷åé. Ñðåäè äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ � íîâûå ñâîéñòâà îïåðàöèè ñìåùåíèÿ.

Ñòàòòÿ âiäíîñèòüñÿ äî òåîði¨ ðîñòó ñóáãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié ñêií÷åí-
íîãî ïîðÿäêó. Âàæëèâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðîñòó òàêèõ ôóíêöié ¹ ií-
äèêàòîð i íèæíié iíäèêàòîð. Ñåðåä ãîëîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ñòàòòi � òåîðå-
ìà, äå äàþòüñÿ íîâi ôîðìóëè äëÿ iíäèêàòîðà òà íèæíüîãî iíäèêàòîðà.

Mathematics Subject Classi�cation 2000: 52A43, 31Ñ05.
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ßê çàñòîñóâàííÿ îäåðæàíî êðèòåðié ïîâíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîñòó â ñåí-
ñi Ëåâiíà�Ïôëþãåðà äëÿ ñóáãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié, ÿêèé ôîðìóëþ¹òüñÿ
äëÿ ôiêñîâàíîãî ïðîìåíÿ. Âií ïiäñèëþ¹ îäíó òåîðåìó Á.ß. Ëåâiíà. Äî
ãîëîâíèõ ðåçóëüòàòiâ òàêîæ âiäíîñèòüñÿ òåîðåìà, ÿêó ìîæíà òðàêòóâà-
òè ÿê äàëåêî éäó÷ó ðîçðîáêó, ùî ïîâ'ÿçàíà ç îäíi¹þ òåîðåìîþ Áåðí-
øòåéíà. Ïðè äîñëiäæåííi ñóáãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ ¨¨ ÷àñòî ïîðiâíþþòü ç
ôóíêöi¹þ, ÿêó îäåðæóþòü çìiùåííÿì ðiññîâñüêî¨ ìàñè ïåðøî¨ ôóíêöi¨
íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü ïðîìåíiâ. Ñåðåä iíøèõ ðåçóëüòàòiâ � íîâi âëàñ-
òèâîñòi îïåðàöi¨ çìiùåííÿ.

Ïîñâÿùàåòñÿ 70-ëåòèþ Èîñèôà Âëàäèìèðîâè÷à Îñòðîâñêîãî

1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ,

íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ

Íà÷íåì ñ íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé è îáîçíà÷åíèé. Áóêâîé M áóäåì îáî-

çíà÷àòü ïîñòîÿííûå, íå îáÿçàòåëüíî ðàâíûå. Â òî æå âðåìÿ M ñ èíäåêñîì

� ýòî ñèìâîë äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èíäèâèäóàëüíîé âåëè÷èíû. Ìû áóäåì îáîçíà-

÷àòü x+ = max(x; 0), l(x) = max(lnx; 1),

l2(x) =

(
ln lnx; x � ee;

1; x 2 (0; ee]:

Ïðèâåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â ñòàòüå ìíî-

æåñòâ. ×åðåç R áóäåì îáîçíà÷àòü âåùåñòâåííóþ îñü, ÷åðåç C � êîìïëåêñíóþ

ïëîñêîñòü, C + = fz : =z > 0g � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü. Äàëåå îáîçíà÷àåì

C(w;R) = fz : jz � wj < Rg; B(w;R) = fz : jz � wj � Rg;

[R1; R2; �1; �2] = fz : R1 � jzj � R2; �1 � arg z � �2g;
A(�1; �2) = fz : �1 < arg z < �2g:

Åñëè â èíòåãðàëå îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå óêàçûâàåòñÿ, òî òàêîâîé ÿâ-

ëÿåòñÿ ïëîñêîñòü.

Äèôôåðåíöèðóåìóþ íà ïîëóîñè (0;1) ôóíêöèþ �(r) íàçûâàþò óòî÷íåí-

íûì ïîðÿäêîì â ñìûñëå Âàëèðîíà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) lim
r!1

�(r) = �; 2) lim
r!1

r ln r�0(r) = 0:

Íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé �(r) � �. Áóäåì îáîçíà÷àòü V (r) = r�(r). Âàæ-

íî ïîâåäåíèå ôóíêöèè V (r) â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè V (r) âûêëàäêè è ôîðìóëèðîâêè óïðîùàþòñÿ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî
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âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Â íàøåé ñòàòüå â ñëó÷àå

� > 0 ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ V (r) âîçðàñòàåò íà ïîëóîñè [0;1), íåïðåðûâíà

â íóëå, ïðè÷åì V (0) = 1. Ñâîéñòâà óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà, êîòîðûìè áóäåì

ïîëüçîâàòüñÿ, èçëîæåíû â [1]. Âàæíåéøèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ

V (tr)

V (r)
� t�; r !1; t 2 [a; b]; 0 < a < b <1:

Íîâûå ðåçóëüòàòû ïî óòî÷íåííîìó ïîðÿäêó ìîæíî íàéòè â [2].

Îïðåäåëèì êëàññû ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ â ñòàòüå. Êëàññ SF(�1; �2; �(r)) ñóáãàðìîíè÷åñêèõ â óãëó A(�1; �2) ôóíêöèé

ôîðìàëüíîãî ïîðÿäêà �(r) ñîñòîèò èç òåõ ôóíêöèé v(z), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñò-

âóåò âåëè÷èíàM =Mv òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî v(re
i�) �MV (r),

� 2 (�1; �2). Åñëè âìåñòî óãëà A(�1; �2) âçÿòü ïëîñêîñòü C , òî ñîîòâåòñòâóþùèé

êëàññ îáîçíà÷àåòñÿ SF(�(r)).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ â óãëó A(�1; �2) ôóíêöèÿ v óäîâ-

ëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëåâèíà (îòíîñèòåëüíî óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà �(r)), åñëè

ñóùåñòâóþò ÷èñëà Æ 2
�
0;
�2 � �1

2

�
, q 2 (0; 1), N 2 R, òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî

R � 1 íà ìíîæåñòâå

�
qR;

1

q
R; �1 + Æ; �2 � Æ

�
íàéäåòñÿ òî÷êà z0, äëÿ êîòîðîé

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî v(z0) � NV (jz0j).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ v ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëåâèíà

â óãëó A(�1; �2), åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà Æ 2
�
0;
�2 � �1

2

�
, N 2 R, òàêèå, ÷òî

ìíîæåñòâî

E =

(
R : sup

�2(�1+Æ;�2�Æ)

v(Rei�) � NV (R)

)

ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì.

Êëàññ SHF(�1; �2; �(r)) ôóíêöèé ïîëóôîðìàëüíîãî ïîðÿäêà �(r) â óãëó

A(�1; �2) ñîñòîèò èõ òåõ ôóíêöèé êëàññà SF(�1; �2; �(r)), êîòîðûå óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèþ Ëåâèíà.

Êëàññ SFL(�1; �2; �(r)) åñòü ïåðåñå÷åíèå êëàññà SF(�1; �2; �(r)) ñ ìíîæåñò-

âîì ôóíêöèé, ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëåâèíà. Î÷åâèäíî, ÷òî

SF(�1; �2; �(r)) � SFL(�1; �2; �(r)) � SHF(�1; �2; �(r)):

Èçâåñòíî (ñì., íàïð., [3]), ÷òî åñëè �2� �1 > �=�, òî âñå òðè êëàññà ñîâïà-

äàþò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòè êëàññû ðàçëè÷íû.

Äëÿ ôóíêöèé êëàññà SF(�1; �2; �(r)) èíäèêàòîð (èíäèêàòîð ðîñòà èëè èí-

äèêàòîð Ôðàãìåíà�Ëèíäåëåôà) h(�) è íèæíèé èíäèêàòîð h(�) îïðåäåëÿþò
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ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

h(�) = lim
r!1

v(rei�)

V (r)
; � 2 (�1; �2);

h(�) = lim
r!1

� v(re
i�)

V (r)
:= sup

E

lim
r!1

r2E

v(rei�)

V (r)
; � 2 (�1; �2);

ãäå ñóïðåìóì âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì ìíîæåñòâàì E íóëåâîé ëèíåéíîé ïëîòíîñ-

òè.

Èçâåñòíî ([4], ñì. òàêæå [1]), ÷òî èíäèêàòîð h(�) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé

�-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëîé ôóíêöèåé èëè òîæäåñòâåííî ðàâåí �1. Ïî-

ñëåäíèé ñëó÷àé âîçìîæåí. Óñëîâèå h(�) > �1 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ v 2
SFL(�1; �2; �(r)). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî � 2 (�1; �2) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

h(�) > �1, òî v 2 SHF(�1; �2; �(r)). Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Äëÿ îáùåé òåîðèè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé âàæíûì ÿâëÿåòñÿ êëàññ SK,

ñîñòîÿùèé èç ñóáãàðìîíè÷åñêèõ â C + ôóíêöèé, êîòîðûå â êàæäîé îãðàíè-

÷åííîé îáëàñòè D � C + èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ ãàðìîíè÷åñêóþ ìàæîðàíòó.

Ââåäåííûå ðàíåå êëàññû ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññàìè ýòîãî êëàññà. Ïåðå÷èñëèì

íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé êëàññà SK. Åñëè v 2 SK, òî ïî÷òè â êàæäîé

òî÷êå t 2 R ôóíêöèÿ v èìååò íåêàñàòåëüíîå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå v(t), ïðè÷åì

v(t) 2 L1;loc(R). Íà âåùåñòâåííîé îñè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðàíè÷-

íàÿ ìåðà � ôóíêöèè v, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ôîðìóëû

lim
y!+0

bZ
a

v(x+ iy)dx = �([a; b]) � 1

2
�(fag) � 1

2
�(fbg):

Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî d�(t) = v(t)dt+ d�(t), ãäå � � ìåðà, ñèíãóëÿðíàÿ

îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.

Äëÿ ôóíêöèé êëàññà SK ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ïîëíîé ìåðû �, êîòîðàÿ

äëÿ îãðàíè÷åííîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà E âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

�(E) = 2�

Z Z
E\C+

=�d�(�)� �(E \ R);

ãäå � � ðèññîâñêàÿ ìåðà ôóíêöèè v(z). Ìåðà � îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1) êîíå÷íà íà ëþáîì êîìïàêòå;

2) åå îãðàíè÷åíèå íà C + åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà;

3) åå îãðàíè÷åíèå íà îòêðûòóþ íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü � íóëåâàÿ ìåðà.

Îáðàòíî, åñëè ìåðà îáëàäàåò ýòèìè òðåìÿ ñâîéñòâàìè, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

ïîëíîé ìåðîé íåêîòîðîé ôóíêöèè èç êëàññà SK. Ïîëíàÿ ìåðà îïðåäåëÿåò
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ôóíêöèþ v 2 SK ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî =g(z), ãäå g(z) � âåùåñòâåííàÿ

öåëàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ ôóíêöèé êëàññà SK ïîëíàÿ ìåðà èãðàåò ðîëü, àíàëîãè÷íóþ òîé, êî-

òîðóþ èãðàåò ðèññîâñêàÿ ìåðà äëÿ ôóíêöèé, ñóáãàðìîíè÷åñêèõ âî âñåé ïëî-

ñêîñòè. Ïîëíàÿ ìåðà, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ìåðîé, õîòÿ

åå îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü ñîñðåäîòî÷åíà òîëüêî íà âåùåñòâåííîé îñè. Ïîýòîìó,

â íåêîòîðîì ñìûñëå, ôóíêöèè êëàññà SK ïî ñâîèì ñâîéñòâàì áîëüøå íàïî-

ìèíàþò Æ-ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè (ïðåäñòàâèìûå â âèäå ðàçíîñòè ñóáãàð-

ìîíè÷åñêèõ) âî âñåé ïëîñêîñòè, ÷åì ñóáãàðìîíè÷åñêèå. Îïðåäåëåíèå ïîëíîé

ìåðû âïåðâûå ïîÿâèëîñü â [5]. Ìåðà �1, d�1 =
1

j�jd�(�) èñïîëüçîâàëàñü â [3].

Ìåðà �1 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé â C n f0g. Ñòîèò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðèñ-
ñîâñêàÿ ìåðà � è ãðàíè÷íàÿ ìåðà � èçâåñòíû äàâíî. Êëàññ SK èçó÷àëñÿ â [6],

ãäå òàêæå ðàññìàòðèâàëàñü ñóììà 2�=�d�(�)� d�(�), îäíàêî ýòî íå ðàññìàò-
ðèâàëîñü êàê åäèíàÿ ìåðà.

Ôîðìóëó Ïóàññîíà�Èåíñåíà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå

v(z) = �
RZ
0

�(B(z; t))

t
dt+

1

2�

2�Z
0

v(z +Rei')d':

Âî ìíîãèõ âîïðîñàõ âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ñ÷èòàòü íåñó-

ùåñòâåííûì. Ïîýòîìó âåëè÷èíû �(B(z; t)),

Z
R

0

�(B(z; t))

t
dt � âàæíûå õàðàê-

òåðèñòèêè ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè. Åñëè íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå E âå-

ëè÷èíà �(B(z; t)) äîïóñêàåò óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðàâíîìåðíûå îòíîñèòåëüíî

z îöåíêè, òî òàêîå ìíîæåñòâî E åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü îáûêíîâåííûì äëÿ ìå-

ðû �, à äîïîëíåíèå ê íåìó � èñêëþ÷èòåëüíûì. Íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîñòðîå-

íèÿ è îöåíîê èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ ïðåäëîæåíî â [3]. Òàê êàê â ñòàòüå

ýòîò àïïàðàò èñïîëüçóåòñÿ, òî îïèøåì åãî íåñêîëüêî ïîäðîáíåå.

Ïóñòü � � ïîëîæèòåëüíàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ìåðà, A(r), r 2 [0;1), è

'(�), � 2 [0; 1] � íåïðåðûâíûå âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè, ïðè÷åì A(0) = 1,

'(0) = 0. Òî÷êó z 2 C n f0g íàçîâåì èñêëþ÷èòåëüíîé äëÿ ìåðû �, åñëè

íàéäåòñÿ ÷èñëî � 2 (0; 1] òàêîå, ÷òî

�(B(z; �r)) � '(�)V (r); r = jzj: (1)

×åðåç F îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê äëÿ ìåðû �.

Åñëè z 2 F , òî ñðåäè ÷èñåë �, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1), åñòü
íàèáîëüøåå �z. Åñëè �z < 1, òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

�(B(z; �r)) = '(�)V (r): (2)

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, àíàëèç, ãåîìåòðèÿ, 2005, ò. 12, � 1 29



À.Ô. Ãðèøèí, Ò.È. Ìàëþòèíà

Ìû íå óìååì îöåíèâàòü ðàçìåðû ìíîæåñòâà F . Ïîýòîìó îäíîâðåìåííî

ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî

G =
[
z2F

C(z; �zr):

Ìíîæåñòâî G � îòêðûòîå, è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò

G =

!\
n=1

Gn; ! � 1:

Åñëè Gn � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç An = C(wn; �njwnj)
êðóã íàèìåíüøåãî ðàäèóñà, êîòîðûé ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Gn. Åñëè öåíòð òà-

êîãî êðóãà åñòü 0, òî îáîçíà÷åíèå C(wn; �njwnj) íå ïðèìåíÿåòñÿ. Åñëè æå âñå

êîìïîíåíòû Gn îãðàíè÷åíû, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñèñòåìó êðóãîâ An. Äëÿ

ñèñòåìû êðóãîâ A ìîæíî ïîëó÷àòü óäîâëåòâîðèòåëüíûå îöåíêè ïðè íàäëå-

æàùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà A(r), '(�), �, ÷òî ïîäðîáíî èçó÷àëîñü â ðàáîòå [3].

Â ñòàòüå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî èñêëþ÷èòåëüíûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå

ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé A(r) = V (r) è '(�) =
M

�
�. Ïîëó÷åííûå òàêèì

ñïîñîáîì ìíîæåñòâà F è G áóäåì îáîçíà÷àòü F (�;M; �) è G(�;M; �).

Ïóñòü h : C ! C � îòîáðàæåíèå, â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ domh êîòîðîãî

âõîäèò óãîë A(� ��; � +�) è êîòîðîå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

h(z) =

8><
>:
z; z 2 domh n A(� ��; � +�);

rei(�+�); arg z 2 [�; � +�);

rei(���); arg z 2 (� ��; �); r = jzj:
(3)

Ïóñòü � � áîðåëåâñêàÿ ìåðà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà domh, �h(E) = �(h�1(E)).
Måðó �h áóäåì íàçûâàòü ìåðîé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìåðû � ñìåùåíèåì

âäîëü îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â íóëå, òîé åå ÷àñòè, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà â

óãëó A(� ��; � +�), íà ñòîðîíû ýòîãî óãëà.

Ïóñòü v 2 SF(�1; �2; �(r)), [� ��; � + �] � (�1; �2). Åñëè â ïðåäñòàâëåíèè

ôóíêöèè v(z) åå ðèññîâñêóþ ìåðó � çàìåíèòü íà �h, òî ïîëó÷èì ôóíêöèþ

v�(z). Äåòàëèçèðóåì ýòî îïðåäåëåíèå. Åñëè v 2 SF(0; �; �(r)), � 2 (0; 1),

[� ��; � +�] � (0; �), òî ôóíêöèÿ v�(z) îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

v�(z)� v(z) =

Z Z
A(���;�+�)

�
ln

����1� z

h(�)

����� ln

����1� z

�

����
�
d�(�):

Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè v(z) ôóíêöèåé v�(z) � îäèí èç ñïîñîáîâ èññëå-

äîâàíèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó íèæåñëåäóþùóþ òåîðåìó ìû
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ïîìåùàåì ñðåäè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè. Òåì íå ìåíåå, íå îíà ÿâëÿåòñÿ

ãëàâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ôîðìóëèðóåì åå â òîé

îáùíîñòè, êîòîðàÿ äîñòàòî÷íà äëÿ íàøèõ öåëåé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü v 2 SHF(0; �; �(r)) � 2 (0; 1), ïðè÷åì v(rei') �MV (r),

' 2 (0; �). Ïóñòü �, �1 2 (0; 1
2
), 0 < Æ1 � � � � < � + � � � � Æ1. Òîãäà

ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà M1 = M1(�(�);M; Æ1) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî
(1+�1)RZ
R

jv�(tei�)� v(tei�)jdt �M1�RV (R); R � 1: (4)

Áîëåå òîãî, åñëèK � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî ñóùåñòâóþò

âåëè÷èíà M2 = M2(�(�);M;K; Æ1) è áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ "(R) òàêèå,

÷òî åñëè

sup
t2[R;(1+�1)R]

v(tei�)

V (t)
� K; (5)

òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(1+�1)RZ
R

���v�(tei�)� v(tei�)
��� dt �

0
@M2max

0
@�

k
;

�

l
�

1
2�1+k�

�
1
A+ "(R)

1
ARV (R)

(6)

ïðè ëþáîì k 2 [1; 1
2�

]. Êðîìå òîãî, v�(te
i�) � v(tei�).

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ñôîðìóëèðîâàí-

íîé òåîðåìû. Âåëè÷èíà M1 íå çàâèñèò îò �, �1, �, R. Ýòè âåëè÷èíû, êî-

íå÷íî, íå ïðîèçâîëüíûå, à äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì òåîðåìû. Ëåâàÿ

÷àñòü íåðàâåíñòâà (4) ëèíåéíî çàâèñèò îò �. Ýòî äîñòàòî÷íî ðåäêèé â òåîðèè

ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëó÷àé, êîãäà ñìåùåíèå ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-

öèè äîïóñêàåò îöåíêó, ëèíåéíî çàâèñÿùóþ îò âåëè÷èíû ñìåùåíèÿ. Çàìåòèì

åùå, ÷òî ýòà îöåíêà òî÷íà ïî ïîðÿäêó. Ëèíåéíóþ ôóíêöèþ � â ïðàâîé ÷àñòè

íåðàâåíñòâà (4) íåëüçÿ çàìåíèòü íà áîëåå áûñòðî óáûâàþùóþ ôóíêöèþ, åñëè

�1 � �. Ýòî âèäíî íà ïðèìåðå ôóíêöèè

v(z) =

1X
n=1

V (Rn) ln

����1� z

iRn

���� ;
ãäå Rn � äîñòàòî÷íî áûñòðî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü v 2 SF(�1; �2; �(r)), � > 0, � 2 (�1; �2), s � ïðîèçâîëüíîå

âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïóñòü

ws(�) = lim
r!1

1

r1+sV (r)

(1+�)rZ
r

tsv(tei�)dt;

ws(�) = lim
r!1

1

r1+sV (r)

(1+�)rZ
r

tsv(tei�)dt:

Òîãäà ñóùåñòâóþò ïðåäåëû (âîçìîæíî, íåñîáñòâåííûå)

ws = lim
�!+0

ws(�)

�
; ws = lim

�!+0

ws(�)

�

è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

h(�) = ws; h(�) = ws: (7)

Ðàâåíñòâà (7) � ýòî è åñòü íîâûå ôîðìóëû äëÿ èíäèêàòîðîâ (ñì. çàãîëî-

âoê ñòàòüè). Íîâûé ïðèçíàê ïîëíîé ðåãóëÿðíîñòè ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

íà ëó÷å ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü v 2 SF(�1; �2; �(r)), � > 0, � 2 (�1; �2). Åñëè âûïîëíÿ-

åòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:

1) äëÿ íåêîòîðîãî s > �(1 + �) ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r!1

1

r1+sV (r)

rZ
1

tsv(tei�)dt;

2) äëÿ íåêîòîðîãî s < �(1 + �) ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r!1

1

r1+sV (r)

1Z
r

tsv(tei�)dt;

3) äëÿ íåêîòîðîãî s 2 (�1;1) è äëÿ âñåõ � > 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r!1

1

r1+sV (r)

(1+�)rZ
r

tsv(tei�)dt;

òî ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà â ñìûñëå Ëåâèíà�

Ïôëþãåðà íà ëó÷å arg z = �.
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Èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèé 1) èëè 2) ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 3), à èç

óñëîâèÿ 3) � ws(�) = ws(�). Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî h(�) = h(�). Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà íà ëó÷å

arg z = �.

Á.ß. Ëåâèí ([1, ãë. 3, òåîðåìà 2]) äîêàçàë, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
r!1

1

V (r)

rZ
1

v(tei�)

t
dt =

h(�)

�
; (8)

òî ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà. Ñëåäîâàòåëüíî,

â òåîðåìå Ëåâèíà íåîáõîäèìî íå òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà â ðàâåíñòâå

(8), íî è âûïîëíåíèå ýòîãî ðàâåíñòâà.

Åñëè v ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà íà ëó÷å arg z = �,

òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1)�3) òåîðåìû 3 äëÿ ëþáûõ s, óêàçàííûõ â äàí-

íîé òåîðåìå. Ýòî ñëåäóåò êàê èç ðàññóæäåíèé Á.ß. Ëåâèíà, òàê è èç òåêñòà

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.

Îòìåòèì êðîìå òîãî, ÷òî àíàëîã òåîðåìû 3 äëÿ íåñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-

öèé äîêàçàí â [7]. Òåîðåìà 3 ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ [7] è ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñâîéñòâ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü v 2 SF(�1; �2; �(r)), � > 0, � 2 (�1; �2), h(�) è h(�) �

èíäèêàòîðû ôóíêöèè v íà ëó÷å arg z = �, H 2 [h(�); h(�)] \ (�1;1),

w(�) = lim
r!1

1

rV (r)

(1+�)rZ
r

jv(tei�)�HV (t)jdt:

Òîãäà

lim
�!+0

w(�)

�
= 0: (9)

Áîëåå òîãî, åñëè H 2 (h(�); h(�)] èëè H = h(�), òî

w(�) �M�

p
l2(1=�)

ln(1=�)
: (10)

Àâòîðû ñ÷èòàþò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿìè (9) è (10) âûäåëÿþòñÿ íîâûå âàæíûå

ñâîéñòâà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî

íåðàâåíñòâî (10) ïåðåñòàåò áûòü ñïðàâåäëèâûì, åñëè H = h(�) > �1. Êðîìå

òîãî, â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî w(�) �M(v)'(�) íå âûïîëíÿåòñÿ â ìíîæåñò-

âå âñåõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êëàññà SHF(�1; �2; �(r)) ñ ôèêñèðîâàííûì

íèæíèì èíäèêàòîðîì íè äëÿ êàêîé ôóíêöèè '(�) âèäà '(�) = o(1)�, �! +0.

Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.
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Ñóùåñòâóåò ñâÿçü òåîðåìû 4 ñ îäíîé òåîðåìîé Â. Áåðíøòåéíà ([8], ñì.

òàêæå [1, ãë. 1, òåîðåìà 31]). Â. Áåðíøòåéí äîêàçàë, ÷òî åñëè h(�) åñòü èíäè-

êàòîð ôóíêöèè v(z) (ïðè v(z) = ln jf(z)j, ãäå f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ),

òî äëÿ ëþáûõ " > 0 è ! 2 (0; 1) ñóùåñòâóþò Æ > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

rn " 1 òàêèå, ÷òî ïðè çàäàííîì � íåðàâåíñòâî v(rei�) > (h(�) � ")V (r) âû-

ïîëíÿåòñÿ âñþäó íà ñåãìåíòàõ [rn; (1 + Æ)rn] çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà en,

mes en < !Ærn.

Èç òåîðåìû 4 êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü v 2 SF(�1; �2; �(r)), � 2 (�1; �2), h(�) � H1 < H2 �
h2(�). Òîãäà ìíîæåñòâî

E = fR : H1V (R) � v(Rei�) � H2V (R)g

èìååò ïîëîæèòåëüíóþ âåðõíþþ ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþ-

áîãî ! 2 (0; 1) ñóùåñòâóþò Æ > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Rn " 1 òàêèå, ÷òî

mes ([Rn; (1 + Æ)Rn] \E) � !ÆRn.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè îïóáëèêî-

âàíà áåç äîêàçàòåëüñòâà â [9].

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â ýòîé ÷àñòè ñòàòüè ïðèâåäåíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå èñïîëüçó-

þòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ, à òàêæå íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìû

êëàññèôèöèðóåì êàê âñïîìîãàòåëüíûå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü �(r) � óòî÷íåííûé ïîðÿäîê, � > 0, v � ñóáãàðìî-

íè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âî âñåé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó v(z) �
MV (r), r = jzj, � � åå ðèññîâñêàÿ ìåðà, � � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç èíòåð-

âàëà (0; 1
4
). Òîãäà ñóùåñòâóþò âåëè÷èíû Mk = Mk(�(�);M), k = 3; 4; 5, íå

çàâèñÿùèå îò �, z, h, òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

1) lR(A) =
1

R

X
jwnj�R

�njwnj � �;

2) jv(z)j �M4 ln
1
�
V (r); z2F ;

3) jv(z + hz)� v(z)j �M5V (r)

1Z
0

ln

�
1 +

jhj
�t

�
dt; z; z + hz 2F ,

ãäå èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî F = F (�;M3; �) è ñâÿçàííàÿ ñ íèì ñèñòåìà

êðóãîâ A = fC(wn; �njwnj); n = 1; 2 : : : g òàêèå, êàê îíè îïèñàíû â ðàçä. 1.
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Âñå ðåçóëüòàòû òåîðåìû 6 ñëåäóþò èç [3, âûï. 6] îäíàêî îíè ïîëó÷àþòñÿ ïî

õîäó äîêàçàòåëüñòâà äðóãèõ óòâåðæäåíèé, à òåîðåìà ñ òàêîé ôîðìóëèðîâêîé

òàì îòñóòñòâóåò.

Òåîðåìó ìîæíî òðàêòîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü PO(1) � ìíîæåñò-

âî óòî÷íåííûõ ïîðÿäêîâ �(r) òàêèõ, ÷òî � > 0 è V (r) = r�(r) åñòü íåïðåðûâíàÿ

âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [0;1), ïðè÷åì V (0) = 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò òðè

ôóíêöèè Mk = Mk(�(�);M), k = 3; 4; 5, îïðåäåëåííûå íà PO(1) � (0;1) è

îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Ïóñòü v � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó v(z) � MV (jzj), è � � åå ðèññîâñêàÿ ìåðà.

Ïóñòü äëÿ ìåðû � ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé A(r) = V (r) è '(�) = M3
�
�, � 2 (0; 1

4
)

ïîñòðîåíî èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî F è ñèñòåìà êðóãîâ A. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâû íåðàâåíñòâà, ïðèâåäåííûå â òåêñòå òåîðåìû. Ïðè òàêîé òðàêòîâêå

ôðàçà "M3 � âåëè÷èíà, îïðåäåëåííàÿ â òåîðåìå 6", ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé.

Îáîçíà÷èì

K(z; �) =
1

=� ln
����z � �

z � �

���� :
Ìû ðàññìàòðèâàåì ýòó ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå C + � C +, ïðè÷åì íà îñü

=� = 0 ôóíêöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè. Äàëåå áóäóò èçëîæåíû

ðåçóëüòàòû, êîòîðûå óäîáíî ïðèìåíÿòü ïðè èññëåäîâàíèè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ

ôóíêöèé â ïîëóïëîñêîñòè. Ïóñòü v 2 SFL (0; �; �(r)), q è Æ1 � ïðîèçâîëüíûå

÷èñëà èç èíòåðâàëîâ (0; 1) è (0; �
4
). Ïóñòü Æ 2 (0; �

2
) è N 2 R òàêîâû, ÷òî

ìíîæåñòâî

E =

(
R � 1 : sup

'2[Æ;��Æ]
v(Rei') � NV (R)

)

íå îãðàíè÷åíî. Îáîçíà÷èì

E1 =
[
R2E

�
qR;

1

q
R

�
; E2 =

[
R2E

�
q

2
R;

2

q
R

�
;

D1 = E1 � (2Æ1; � � 2Æ1); D2 = E2 � (Æ1; � � Æ1):

Çàìåòèì, ÷òî åñëè v 2 SHF (0; �; �(r)), òî ïðè ëþáîì Æ 2 (0; �
2
) è ïðè

ñîîòâåñòâóþùåì âûáîðå N áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî E = [1;1). Ýòî

ñëåäóåò èç [3], à òàêæå èç íèæåñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü v 2 SFL(0; �; �(r)), � > 0, � � ïîëíàÿ, à � � ðèñ-

ñîâñêàÿ ìåðà ôóíêöèè v; q è Æ1 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà èç èíòåðâàëîâ (0; 1),�
0; �

4

�
. Ïóñòü Æ 2

�
0; �

2

�
è N 2 R òàêîâû, ÷òî ìíîæåñòâî E íå îãðàíè÷åíî.

Òîãäà ñóùåñòâóþò íå çàâèñÿùèå îò r âåëè÷èíû M6, M7, M8, íå çàâèñÿùàÿ

îò z âåëè÷èíà M9 è íå çàâèñÿùàÿ îò z è h âåëè÷èíà M10 òàêèå, ÷òî
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1) j�j ([0; r; 0; �]) �M6rV (r); r 2 E2;

2)

1Z
r

d�(t)

t2
�M7

V (r)

r
; r 2 E2; � < 1; �(t) = j�j(B(0; t));

3) v(z) =
1

2�

Z Z
C(z;�r)

K(z; �)d�(�) + sin �

�
1 +

1

�2

�
d�(z)V (r),

z = rei�, d�(z) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ z, � íà ìíîæåñòâå

E2 � (0; 1];

4) v(z + hz)� v(z) =
1

2�

Z Z
C(z;�r)

(K(z + hz; �)�K(z; �))d�(�)

+jhj
�
1 +

1

�2

�
~d�(z; h)V (r),

ãäå ~d�(z; h) � ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ïðè � 2 (0; 1], jhj � 1
2
�,

r = jzj 2 E2;

5)

�Z
0

jv(rei�j sin �d� �M8V (r); r 2 E2.

Ïóñòü � 2 (0; 1), �1 � îãðàíè÷åíèå ðèññîâñêîé ìåðû � íà ìíîæåñòâî D2,

v1(z) =

Z Z
ln

����1� z

�

���� d�1(�); v2(z) = v(z) � v1(z):

Òîãäà

6) v1(z) � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ âî âñåé ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ êëàññà SF(�(r));

7) v2(z) � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ â C + ôóíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ â D2;

8) jv2(z)j �M9V (r); z 2 D1;

9) jv2(z + hz)� v2(z)j �M10jhjV (r); z; z + hz 2 D1.

Â ýòîé òåîðåìå ñîáðàíû ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [10], õîðîøèì äîïîëíåíèåì

ê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [11], ãäå, â ÷àñòíîñòè, îïèñàíû ìíîãèå ñâîéñòâà

ôóíêöèè K(z; �). Ýòè ðàáîòû ñîçäàâàëèñü êàê åäèíîå öåëîå, íî çàòåì â ñâÿçè

ñ áîëüøèì îáúåìîì áûëè ðàçäåëåíû.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ëåììû Ýäðåÿ è Ôóêñà ([12], ñì.

òàêæå [13, ãë. 1, òåîðåìà 7.3]) î ìàëûõ äóãàõ. Ñïåöèàëèñòàì ïî òåîðèè ñóá-

ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé îíà èçâåñòíà, íî äîêàçàòåëüñòâî, ïî-âèäèìîìó, íå

îïóáëèêîâàíî. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ òåîðåìà ïðèâîäèòñÿ ñ äîêàçàòåëüñò-

âîì.
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Òåîðåìà 8. Ïóñòü v 2 SF (�(r)), E � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî íà ïîëóîñè

[1;1). Òîãäà ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà M11, íå çàâèñÿùàÿ îò R; �;E, òàêàÿ,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

RZ
0

�E(t)jv(tei�)jdt �M11

mesER

R
ln

4R

mesER
RV (R); ER = E \ [0; R]:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

� = 0. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

v(t) =

Z Z
C(t;Æt)

ln

����1� t

�

���� d�(�) + dÆ(t)V (t);

ãäå dÆ(t) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëóîñè [1;1), � � ðèññîâñêàÿ ìåðà

ôóíêöèè v. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå èçâåñòíî, êðîìå òîãî, îíî ñëåäóåò èç óòâåðæ-

äåíèÿ 3 òåîðåìû 7. Â äàëüíåéøåì äîêàçàòåëüñòâå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Æ = 1
4
.

Îáîçíà÷èì �(t) = �(B(0; t)). Òîãäà �(t) �MV (t). Çàïèøåì

I(R) =

RZ
0

�E(t)jv(t)jdt

�
RZ
0

�E(t)

Z Z
C(t;Æt)

ln

���� �

� � t

���� d�(�)dt+MmesERV (R) = I1(R) + I2(R);

ãäå M = sup
t�1

jdÆ(t)j. Äàëåå, îáîçíà÷àÿ � = j�j, íàõîäèì

I1(R) �
RZ
0

�E(t)

Z Z
C(t;Æt)

ln
�

j� � tjd�(�)dt �
RZ
0

�E(t)

(1+Æ)tZ
(1�Æ)t

ln
�

j� � tjd�(�)dt

�
2RZ
0

RZ
0

�E(t) ln
+ �

jt� � jdtd�(�) =
2RZ
0

1Z
�1

�
E
R
�� (u) ln

+ �

jujdud�(�):

Ôóíêöèÿ ln+ �

juj � ÷åòíàÿ, óáûâàþùàÿ ïî ïåðåìåííîé u íà ïîëóîñè (0;1)

ôóíêöèÿ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

I1(R) � 2

2RZ
0

Z 1
2
mesER

0

ln+
�

u
du d�(�) � 2

1
2
mesERZ
0

ln
2R

u
du�(2R)

� mesER ln
4R

mesER
�(2R) �MvmesER ln

4R

mesER
V (2R):
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Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò íóæíàÿ îöåíêà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôóíêöèÿ N(�), N(0) = 0, � � 0, íàçûâàåòñÿ �-ïîëóàääèòèâíîé, åñëè âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

N(�+ �) � N(�) + (1 + �)�N

�
�

1 + �

�
:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ââåäåííûå íàìè ôóíêöèè ws(�), �ws(�) ÿâëÿþòñÿ
(�+1+ s)-ïîëóàääèòèâíûìè. Íàì áóäåò íóæíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñâîéñò-

âàõ �-ïîëóàääèòèâíûõ ôóíêöèé. Ýòî òåîðåìà 7 èç [14].

Òåîðåìà 9. Ïóñòü N(�) � �-ïîëóàääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè âûïîëíÿ-

åòñÿ õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé

1) lim
�!+0

N(�) � 0,

2) N(�) � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ,

òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë (âîçìîæíî, íåñîáñòâåííûé)

N := lim
�!+0

N(�)

�
= sup

�>0

�N(�)

(1 + �)� � 1
:

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ëåãêî ñëåäóåò èç ñôîðìóëèðîâàííîãî íàìè â ðàçä. 1

ñâîéñòâà óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà è òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîì ïðåäåëü-

íîì ïåðåõîäå.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü f(t) 2 L1([a; b]), 0 < a < b <1. Òîãäà

lim
r!1

bZ
a

f(t)
V (tr)

V (r)
dt =

bZ
a

f(t)t� dt:

Äî ñèõ ïîð ìû èçëàãàëè èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû. Îäíàêî ïî õîäó èçëîæåíèÿ

áóäåò íóæíà îäíà íîâàÿ òåîðåìà îá îöåíêå ñïåöèàëüíîãî êëàññà èíòåãðàëîâ,

êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èçîùðåííûé àíàëîã òåîðåìû 10. Ïðåä-

âàðèòåëüíî äîêàæåì ëåììó. Èñïîëüçîâàíèå ýòîé ëåììû îñâîáîæäàåò â íåêî-

òîðûõ ñëó÷àÿõ îò óñëîâèé ðàâíîìåðíîñòè ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíûõ

ñîîòíîøåíèé.

Ëåììà 11. Ïóñòü '(�; r) � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå (0; 1
2
]�

[1;1). Ïóñòü äëÿ êàæäîãî � 2 (0; 1
2
] lim
r!1

'(�; r) = 0 è çàäàíû ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè rn " 1, �n # 0, �n # 0, à òàêæå ÷èñëî q 2 (0; 1).

38 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, àíàëèç, ãåîìåòðèÿ, 2005, ò. 12, � 1



Íîâûå ôîðìóëû äëÿ èíäèêàòîðîâ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Rn, ÿâëÿþùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè rn, è ôóíêöèÿ �(r) òàêèå, ÷òî

1) lim
r!1

�(r) = 0,

2) lim
r!1

'(�(r); r) = 0,

3) ôóíêöèÿ �(r) ïîñòîÿííà íà ñåãìåíòå [qRn;
1
q
Rn] è ðàâíà �n, ïðè÷åì

j'(�(r); r)j � �n íà ýòîì ñåãìåíòå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn òàêàÿ, ÷òî ïðè

r � tn áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî j'(�n; r)j � �n. Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü,

÷òî r1 >
1
q
t1 (èíà÷å èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè rn íóæíî âûáðîñèòü íåñêîëüêî

÷ëåíîâ). Äàëåå ïî èíäóêöèè ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Rk, �k òàê, ÷òîáû

âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ:

1) Rk åñòü îäíî èç ÷èñåë rn,

2) �k � tk;

3) [qRk;
1
q
Rk] � (�k; �k+1).

Âîçüìåì R1 = r1, �1 = t1, �2 = max(t2;
2
q
R1). Äëÿ òðîéêè R1, �1, �2 óñëîâèÿ

1)�3) âûïîëíÿþòñÿ. Äîïóñòèì, ÷òî ìû óæå ïîñòðîèëè ýëåìåíòû R1; : : : ; Rn,

�1; : : : ; �n+1 òàê, ÷òîáû äëÿ íèõ âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ 1)�3). Âîçüìåì òåïåðü

m òàêîå, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî qrm > �n+1, è âûáåðåì Rn+1 = rm,

�n+2 = max
�
tn+2;

2
q
Rn+1

�
. Äëÿ ýëåìåíòîâ R1; : : : ; Rn+1, �1; : : : ; �n+2 óñëîâèÿ

1)�3) òàêæå âûïîëíÿþòñÿ. Èíäóêöèÿ ïðîâåäåíà, è óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâî-

âàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �k, Rk äîêàçàíî. Îïðåäåëèì òåïåðü íà ïîëóîñè

[�1;1) ôóíêöèþ �(r) ñîîòíîøåíèåì �(r) = �n ïðè r 2 [�n; �n+1). Ôóíêöèÿ

îáëàäàåò âñåìè íóæíûìè ñâîéñòâàìè. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü f(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ñåã-

ìåíòå [�; �], 0 < � < � <1, �(r) � óòî÷íåííûé ïîðÿäîê, � = lim
r!1

�(r) > 0,

�(r) � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà ïîëóîñè [0;1), ïðè÷åì õîòÿ

áû îäíà èç æîðäàíîâûõ êîìïîíåíò ��, �+ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íîé è åå ïëîòíîñòü íå ïðåâûøàåò MV (r), êðîìå òîãî, j�j([0; r]) �MrV (r).

Ïóñòü

N(b) = lim
r!1

�(r + br)� �(r)

rV (r)
:

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë

N = lim
b!+0

N(b)

b
(11)
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è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

lim
r!1

1

rV (r)

�rZ
�r

f
�u
r

�
d�(u) � N

�Z
�

f(t)t�dt:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

òàêàÿ êîíñòàíòàM , ÷òî ìåðà d�1(t) = d�(t)+MV (t)dt áóäåò çíàêîïîñòîÿííîé.

Òåïåðü, èìåÿ â âèäó òåîðåìó 10, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçûâàòü

òåîðåìó äëÿ çíàêîïîñòîÿííîé ìåðû. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìåðà �

� çíàêîïîñòîÿííàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ N(b) áóäåò ìîíîòîííîé. Êðîìå

òîãî, èç ñâîéñòâ âåðõíåãî ïðåäåëà è óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî N(b)

åñòü (� + 1)-ïîëóàääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ. Òåïåðü èç òåîðåìû 9 âûòåêàåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïðåäåë (11). Èç òîé æå òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî N > �1. Åñëè

N = +1, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû òðèâèàëüíî. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî N � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì

'(b; r) =
1

b

�
�(r + br)� �(r)

rV (r)
�N(b)

�+

:

Èç îïðåäåëåíèÿ N(b) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî b 2 (0; 1
2
] âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå lim
r!1

'(b; r) = 0. Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

�(r + br)� �(r) � rV (r)N(b) + b'(b; r)rV (r):

Ïóñòü rn " 1 � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî

lim
r!1

1

rV (r)

�rZ
�r

f
�u
r

�
d�(u) = lim

n!1

1

rnV (rn)

�rnZ
�rn

f

�
u

rn

�
d�(u):

Ïóñòü

s 2
�
0;min(�;

1

�
)

�
; �n =

�
�

�

� 1
n

� 1; �n =
1

n
:

Ïî ëåììå 11 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ b(r), lim
r!1

b(r) = 0, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Rn,

ÿâëÿþùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè rn, òàêèå, ÷òî íà

ñåãìåíòå [sRn;
1
s
Rn] áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ b(r) = �n, '(b(r); r) <

1
n
.

Ïóñòü q =
�
�

�

� 1
n

, �0 = �; �1 = q�; : : : ; �n = qn� = �. Ìû èìååì (�k+1 �
�k)=�k = �n,

�(�k+1Rn)� �(�kRn) = �(�kRn + �n�kRn)� �(�kRn)
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�
�
N

�
�k+1 � �k

�k

�
+
�k+1 � �k

�k
'(�n; �kRn)

�
�kRnV (�kRn);

'(�n; �kRn) <
1

n
:

Äàëåå íàõîäèì

I(Rn) =

Z
(�Rn;�Rn]

f

�
u

Rn

�
d�(u) =

n�1X
k=0

Z
(�kRn;�k+1Rn]

f

�
u

Rn

�
d�(u):

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì ñóùåñòâóþò òî÷êè �k 2 [�k; �k+1] òàêèå, ÷òî

I(Rn) =

n�1X
k=0

f(�k)�((�kRn; �k+1Rn]):

Ïîýòîìó

I(Rn) � Rn

n�1X
k=0

f(�k)N

�
�k+1 � �k

�k

�
�kV (�kRn)

+
Rn

n

n�1X
k=0

f(�k) (�k+1 � �k) V (�Rn) = I1(Rn) + I2(Rn):

Î÷åâèäíî, ÷òî

lim
n!1

I2(Rn)

RnV (Rn)
= 0:

Òàê êàê

N

�
�k+1 � �k

�k

�
= N(�n) = (N + "n)�n;

ãäå "n ! 0 ïðè n!1, òî

lim
n!1

I1(Rn)

RnV (rn)
= lim

n!1
N

n�1X
k=0

�
�

k
f(�k)(�k+1 � �k) = N

�Z
�

t�f(t)dt:

Èç ýòîãî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà äîêàæåì îäíó òåîðåìó î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè ïëîò-

íîñòè ìåðû. Âàæíóþ ðîëü â [3] èãðàåò ôóíêöèÿ

'(�) = lim
z!1

�(B(z; �jzj)
V (jzj) ;

ãäå � � ðèññîâñêàÿ ìåðû ôóíêöèè v 2 SH(�(r)). Çäåñü ñèìâîëîì '(�) áóäåò

îáîçíà÷àòüñÿ íåñêîëüêî èíàÿ ôóíêöèÿ.
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Òåîðåìà 13. Ïóñòü ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ âî âñåé ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ v óäîâ-

ëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó v(z) �MV (jzj), �n � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü zn è ÷èñëî K ñî ñâîéñòâàìè:

1) lim
n!1

j�n � znj
j�nj

= 0,

2) lim
n!1

jv(zn)j
V (jznj)

� K.

Ïóñòü � � ðèññîâñêàÿ ìåðà ôóíêöèè v,

'(�) = lim
n!1

�(B(�n; �j�nj)
V (j�nj)

:

Òîãäà ñóùåñòâóåò âåëè÷èíàM12 =M12(�(�);M;K) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî '(�) ln 1
�
�M12 ïðè � 2 (0; 1

4
].

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Êàê ñëåäóåò èç [3], â íàïèñàííîì íåðàâåíñòâå

ôóíêöèþ ln 1
�
íåëüçÿ çàìåíèòü íà áîëåå áûñòðî ðàñòóùóþ (â íàïðàâëåíèè

�! +0) ôóíêöèþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì

v(zn) =

Z Z
B(zn;
jznj)

ln

����1� zn

�

���� d�(�) + dn(
)V (jznj);

ãäå dn(
) � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà

M13 =M13(�(�);M) òàêàÿ, ÷òî jdn(
)j �M13 ïðè 
 2 [1
4
; 5
16
]. Òîãäà ïðè òàêèõ 
Z Z

B(zn;
jznj)

ln

���� �

� � zn

���� d�(�) � (M13 +K + "n)V (jznj);

ãäå "n � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïóñòü � 2 (0; 1
4
], sn =

j�n�znj
jznj . Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî sn �

áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Çàìåòèì, ÷òî B(�n; �j�nj) � B(zn;

(�+ (1 + �)sn)jznj). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü w 2 B(�n; �j�nj). Òîãäà

jw � znj � jw � �nj+ j�n � znj � �j�nj+ snjznj � �jznj+ �j�n � znj+ snjznj

� (�+ (1 + �)sn)jznj:
Íóæíîå âêëþ÷åíèå äîêàçàíî. Ïðîäîëæàåì îöåíêè.

ln
1� (�+ (1 + �)sn)

(�+ (1 + �)sn)
�(B(�n; �j�nj))
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� ln
1� (�+ (1 + �)sn)

(�+ (1 + �)sn)
� (B(zn; (� + (1 + �)sn)jznj))

�
Z Z

B(zn;(�+(1+�)sn)jznj)

ln

���� �

� � zn

���� d�(�) � (M13 +K + "n)V (jznj):

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ln
1� �

�
'(�) �M13 +K; ln

1

�
'(�) � (M13 +K)

ln 1
�

ln 1��
�

:

Èç ýòîãî ëåãêî ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Ïóñòü �1 � îãðàíè÷åíèå ðèññîâñêîé ìåðû ôóíêöèè v íà óãîë A(���;

�+�). Ïóñòü � 2 A(���; �+�). Îáîçíà÷èì j�j = � , arg � = �+', arg h(�) =

� +  . Òîãäà âåëè÷èíû ' è  èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, ïðè÷åì j'j � j j = �.

Èìååì

v�(re
i�)� v(rei�) =

Z Z
ln

����rei� � h(�)

rei� � �

���� d�1(�)
=

1

2

Z Z
ln
r2 � 2r� cos + �2

r2 � 2r� cos'+ �2
d�1(�)

=
1

2

Z Z
ln

�
1 +

2r�(cos'� cos )

r2 � 2r� cos'+ �2

�
d�1(�)

� 1

2

Z Z
ln

�
1 +

2r��2

(r � �)2

�
d�1(�) =

1

2

1Z
0

ln

�
1 +

2r��2

(r � �)2

�
d�(�);

ãäå �(�) = �1(B(0; �)). Èç ïðîâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ ñëåäóþò íåðàâåíñòâî

v(rei�) � v�(re
i�), à òàêæå íåðàâåíñòâî

I(R) =

(1+�1)RZ
R

(v�(re
i�)� v(rei�))dr � 1

2

1Z
0

(1+�1)RZ
R

ln

�
1 +

2r��2

(r � �)2

�
dr d�(�):

(12)

Ïîëóîñü [0;1) åñòü îáúåäèíåíèå ïÿòè ìíîæåñòâ

E1 =

�
0;

1

2
R

�
; E2 =

�
1

2
R;

1

1 + 

R

�
; E3 =

�
1

1 + 

R;

1 +�1

1� 

R

�
;

E4 =

�
1 +�1

1� 

R; 2(1 + �1)R

�
; E5 = [2(1 + �1)R;1);
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ãäå 
 � ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0; 1
2
).

Åñëè â èíòåãðàëå èç ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (12) îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ

[0;1) çàìåíèòü íà Ek, òî ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì èíòåãðàë ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü Ik(R). Îöåíèì êàæäûé èç ïÿòè èíòåãðàëîâ Ik. Èìååì

I1(R) =
1

2

R

2Z
0

(1+�1)RZ
R

ln

�
1 +

2r��2

(r � �)2

�
dr d�(�)

� 1

2

R

2Z
0

(1+�1)RZ
R

ln(1 + 4�2)dr d�(�) � 2�2�1R�

�
1

2
R

�
;

I5(R) =
1

2

1Z
2(1+�1)R

(1+�1)RZ
R

ln

�
1 +

2r��2

(r � �)2

�
dr d�(�)

� 1

2

1Z
2(1+�1)R

(1+�1)RZ
R

ln

�
1 +

8r�2

�

�
dr d�(�) � 8�2�1R

2

1Z
2R

d�(�)

�
:

Íåìíîãî áîëåå ñëîæíû îöåíêè èíòåãðàëîâ I2 è I4. Äåéñòâèòåëüíî,

I2(R) =
1

2

1
1+


RZ
1
2
R

(1+�1)RZ
R

ln

�
1 +

2r��2

(r � �)2

�
dr d�(�)

=
1

2

1
1+


RZ
1
2
R

�

(1+�1)R=�Z
R=�

ln

�
1 +

2u�2

(u� 1)2

�
du d�(�)

� 4�2R

1
1+


RZ
1
2
R

(1+�1)R=�Z
R=�

du

(u� 1)2
d�(�) � 4�2R

1
1+


RZ
1
2
R

d�(�)
R

�
� 1

� 4
�2



R�(R):

Äëÿ èíòåãðàëà I4 ïîëó÷àåì

I4(R) =
1

2

2(1+�1)RZ
1+�1
1�


R

(1+�1)RZ
R

ln

�
1 +

2r��2

(r � �)2

�
dr d�(�)
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=
1

2

2(1+�1)RZ
1+�1
1�


R

�

(1+�1)R=�Z
R=�

ln

�
1 +

2u�2

(u� 1)2

�
du d�(�)

� 4�2

2(1+�1)RZ
1+�1
1�


R

(1+�1)R=�Z
R=�

du

(u� 1)2
d�(�)

� 4R�2

2(1+�1)RZ
1+�1
1�


R

d�(�)

1� (1 + �1)
R

�

� 4
�2



R�(4R):

Îöåíèâàåì îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë

I3(R) =
1

2

1+�1
1�


RZ
1

1+

R

(1+�1)RZ
R

ln

�
1 +

2r��2

(r � �)2

�
dr d�(�)

=
1

2

1+�1
1�


RZ
1

1+

R

�

(1+�1)R=�Z
R=�

ln

�
1 +

2u�2

(u� 1)2

�
du d�(�)

� 2R

1+�1
1�


RZ
1

1+

R

(1+�1)R=�Z
R=�

ln

�
1 +

8�2

(u� 1)2

�
du d�(�)

= 2R

1+�1
1�


RZ
1

1+

R

(1+�1)R=��1Z
R=��1

ln

�
1 +

8�2

V 2

�
dV d�(�)

� 2R�

1Z
�1

ln

�
1 +

8

s2

�
ds

1+�1
1�


RZ
1

1+

R

d�(�)

= 8R�

1Z
�1

ln

�
1 +

8

s2

�
ds�1

��
1

1 + 

R;

1 +�1

1� 

R; � ��; � +�

��
:

Åñëè âçÿòü 
 = �, òî èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê ëåãêî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (4).
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Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 
 = k�. Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî (5), à ÷èñëî r 2 [R; (1 + �1)R] òàêîâî, ÷òî v(re
i�) � KV (R). Ïðÿìûå

âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæåñòâî [ 1
1+


R; 1+�1
1�
 R; ���; �+�] ðàñïîëî-

æåíî â êðóãå B(Rei�; sR), ãäå

s =
�1 + k�

1� k�

s
1 +

4 sin2 �
2
(1 + �1)(1� k�)

(�1 + k�)2
� 2

p
3(�1 + k�)

ïðè îãðàíèå÷åíèÿõ íà k èç òåêñòà òåîðåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî B(Rei�; sR) �
B(rei�; (s+�1)r).

Èç òåîðåìû 13 ñëåäóåò, ÷òî

�1

��
1

1 + 

R;

1 +�1

1� 

R; � ��; � +�

��
� �1

�
B(rei�; (s+�1)r

�

�

0
@ M12

l
�

1

2
p
3(2�1+k�)

� + "(R)

1
A rV (r):

Èç äîêàçàííûõ îöåíîê ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (6). Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè v�(z)

Â òåîðåìå 1 äàíà ñïåöèàëüíàÿ îöåíêà îòêëîíåíèÿ ôóíêöèè v(z) îò ôóíê-

öèè v�(z). Íàì åùå èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ v�(z) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé

â óãëó A(���; �+�) è íà ëó÷å arg z = � âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî v(rei�) �
v�(re

i�). Äëÿ íàñ íåäîñòàòî÷íî ýòèõ ñâîéñòâ ôóíêöèè v�(z). Â íèæåñëåäóþ-

ùåé òåîðåìå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ èç òîé ÷àñòè ðàçä. 1, ãäå ãîâîðèòñÿ î

âûäåëåíèè èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà. Â ôîðìóëèðîâêå ó÷àñòâóåò ôóíêöèÿ

 , î êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëåäóþùåå:

1)  (�)� óáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëóèíòåðâàëå (0; 1], � (�)

� âîçðàñòàþùàÿ;

2) lim
�!0

 (�) =1;

3) 1 �  (�) �
�
3

�

�1=2

.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü v 2 SHF(0; �; �(r)), � 2 (0; 1), v(rei�) � MV (r) ïðè

� 2 (0; �). Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë Æ1 2 (0; �=4), N 2 R, ñóùåñòâóþò ÷èñëà

�0 = �0(�(�); N;M; Æ1), M14 = M14(�(�); N;M; Æ1), M3 = M3(�(�); N;M; Æ1)

òàêèå, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèé

1) 2Æ1 � � �� < � +� � � � 2Æ1; (13)
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2) �1 = (�2)h;

ãäå �2 � îãðàíè÷åíèå ðèññîâñêîé ìåðû � ôóíêöèè v íà óãîë A(Æ1; � � Æ1),

à ôóíêöèÿ h îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (3),

3) �1 2 (0;�0); � =
�1

ln 1
�1

 (�1); � =
1

M14

�1 (�1); (14)

4) sup
r2[R;(1+�1)R]

v�(re
i�) � NV (R) (15)

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèåh
Rei�; (1 + �1)Re

i�

i
\G(�;M 3; �1) = ;:

Ïðîêîììåíòèðóåì òåîðåìó. Íàïîìíèì, ÷òî îáîçíà÷åíèå G(�;M 3; �1) ââå-

äåíî â ðàçä. 1. Â óòâåðæäåíèè 1) òåîðåìû 6 äàíà îöåíêà èñêëþ÷èòåëüíîãî

ìíîæåñòâà ìåðû. Îäíàêî íàì íåäîñòàòî÷íî ýòîé îöåíêè. Òåîðåìà 14 äàåò íî-

âóþ èíôîðìàöèþ îá èñêëþ÷èòåëüíîì ìíîæåñòâå ìåðû ïðè äîïîëíèòåëüíûõ

îãðàíè÷åíèÿõ íà ýòó ìåðó. Â ýòîé òåîðåìå èäåò ðå÷ü î ñïåöèàëüíîé ìåðå �1,

êîòîðàÿ íå íàãðóæàåò óãëà A(���; �+�). Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî íåðàâåíñòâî

(15) îáåñïå÷èâàåò òî, ÷òî èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî ìåðû � íå ïåðåñåêàåò

îòðåçîê [Rei�; (1 + �1)Re
i�], ðàñïîëîæåííûé íà áèññåêòðèñå óêàçàííîãî âû-

øå óãëà. Çàìåòèì åùå, ÷òî åñëè h(�) > �1, N < h(�), òî íåðàâåíñòâî (15)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå òî

îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ôóíêöèÿ  íå ôèêñèðîâàíà è åå ìîæíî âàðüèðîâàòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü �2 � ìåðà òàêàÿ, êàê îíà îïðåäåëåíà

â òåêñòå òåîðåìû,

v1(z) =

Z Z
ln

����1� z

�

���� d�2(�):
Èç òåîðåìû 7 ñëåäóåò, ÷òî v1 2 SF(�(r)). Ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ î ñâÿ-

çè ìåæäó ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé è åå ðèññîâñêîé ìåðîé ïîêàçûâàþò, ÷òî

ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà T = T (�(�);M; Æ1) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ � è �, óäîâ-

ëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (13), áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî v1;�(z) �
TV (jzj). Îïðåäåëèì òåïåðü âåëè÷èíó M3, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé óòâåðæäà-

åòñÿ â òåîðåìå êàê M3(�(�); T ), ãäå ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ â òåî-

ðåìå 6.

Äàëåå ìû äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèå P1: äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà

N ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà M14 òàêàÿ, ÷òî åñëè � è � îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè

(14), òî ïðè ëþáîì �1 2 (0; 1
2
] èç íåðàâåíñòâà v�(�e

i�) � (N � 2)V (R), ãäå

� 2 [R; (1 +�1)R], áóäåò ñëåäîâàòü ñîîòíîøåíèå �e
i�2G(�;M3; �1).
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Äîïóñòèì, ÷òî �ei� 2 G. Òîãäà ñóùåñòâóåò z 2 F òàêîå, ÷òî �ei� 2 C(z; �zr),
r = jzj. Ïîýòîìó j� j = j�ei� � z + zj � (1 � �z)r. Ïóñòü w 2 C(z; �zr). Òîãäà

jw � �ei�j � 2�zr � 2
�z

1� �z
� , C(z; �zr) � C

�
�ei�;

2�z

1� �z
�

�
. Ïðåäïîëîæèì

òåïåðü, ÷òî �z <
�
3
. Òàê êàê �;�1 2 (0; 1

2
], òî

2�z

1� �z
<

2�z

1� 1
6

<
12

5

�

3
=

4

5
�.

Â ýòîì ñëó÷àå êðóãè B(z; �zr), B

�
�ei�;

2�z

1� �z
�

�
öåëèêîì ëåæàò âíóòðè óã-

ëà A(���; �+�). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ �z. Òåì ñàìûì äîêàçàíî,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî �z � �
3
. Èç òåîðåìû 6 ñëåäóåò, ÷òî �z � � =

1
M14

�1 (�1) := b(M14;�1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî M14 � 16. Çàìåòèì, ÷òî èç

îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèþ  âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

Æ = 2
b(16; 1

2
)

1� b(16; 1
2
)
<

1

4
:

Êðîìå òîãî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

C(z; �zr) � C

�
�ei�;

2�z

1� �z
�

�
� C(�ei�; Æ�):

Ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà M15, íå çàâèñÿùàÿ îò � , òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

v�(�e
i�) �

Z Z
B(�ei� ;Æ�)

ln

����1� �ei�

�

���� d�1(�) +M15V (R):

Äàëüøå ïîëó÷àåì

v�(�e
i�) �

Z Z
B(z;�zr)

ln

����1� �ei�

�

���� d�1(�) +M15V (R):

Ïðè � 2 B(z; �zr) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà j� � �ei�j � 2�zr, j�j � (1��z)r.
Èç ýòîãî, ðàâåíñòâà (2) è ôîðìóëû '(�) = M3

�
� ñëåäóåò, ÷òî

v�(�e
i�) � ln

2�z

1� �z
�(B(z; �zr)) +M15V (R) =M3

�z

�
ln

2�z

1� �z
V (r)

+M15V (R) � �M3

1

�
�z ln

1

�z
V (r) +M16V (R):

Òàê êàê
�

3
� �z � � <

1

e
, à ôóíêöèÿ x ln 1

x
ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà ïîëó-

èíòåðâàëå (0; 1
e
], òî

v�(�e
i�) � �1

3
M3

1

�
�ln

3

�
V (r) +M16V (R):
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Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî íåðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ äëÿ � è � ÷åðåç �1, ïîëó÷èì

v�(�e
i�) � �1

3
M3M14

ln 3
�1

+ ln ln 1
�1

+ ln 1
 (�1)

ln 1
�1

V (r) +M16V (R):

Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðåM14 ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò íåðà-

âåíñòâó v�(�e
i�) � (N � 2)V (R). Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå P1 äîêàçàíî.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà M14 âûáðàíà òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâî

óòâåðæäåíèå P2: Èç ñîîòíîøåíèé �1 2 (0; 1
2
], � 2 [R; (1 + �1)R], v�(�e

i�) �
(N � 2)V (R) ñëåäóåò, ÷òî �ei�2G.

Èç óòâåðæäåíèÿ P1 ñëåäóåò, ÷òî òàêîé âûáîð âîçìîæåí. Òàì ñàìûì îïðå-

äåëåíà âåëè÷èíà M14, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ â òåîðåìå.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå P3: ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà

�0 > 0 òàêàÿ, ÷òî èç ñîîòíîøåíèé�1 2 (0;�0), sup
r2[R;(1+�1)R]

v�(re
i�) � NV (R),

� 2 [R; (1 +�1)R], �e
i�2G ñëåäóåò íåðàâåíñòâî v�(�e

i�) � (N � 1)V (R).

Èç ïîñûëîê óòâåðæäåíèÿ P3 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà � 2 [R; (1 +

�1)R] òàêàÿ, ÷òî v�(�e
i�) � NV (R). Ïî óòâåðæäåíèþ P2 �ei�2G. Èìååì

v�(z) = v1;�(z) + v2(z). Ïî òåîðåìå 7

jv2(�ei�)� v2(�e
i�)j �M10

j� � �j
�

V (�):

Äàëåå ïðèìåíÿåì òåîðåìó 6:

jv1;�(�ei�)� v1;�(�e
i�)j �M5V ((1 +�1)R)

1Z
0

ln

�
1 +

j� � � j
��t

�
dt

�M5V ((1 + �1)R)

1Z
0

ln

�
1 +

M14

t (�1)

�
dt:

Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ïðîñòî âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå P3.

Äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ëåãêî çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî òåî-

ðåìû. Âåëè÷èíû �0, M14, M3 óæå îïðåäåëåíû. Íóæíî ëèøü äîêàçàòü, ÷òî

îíè îáëàäàþò òðåáóåìûì ñâîéñòâîì. Ïóñòü �1 2 (0;�0),

sup
r2[R;(1+�1)R]

v�(re
i�) � NV (R):

Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà � 2 [R; (1 + �1)R] òàêàÿ, ÷òî v�(�e
i�) � NV (R).

Ïî óòâåðæäåíèþ P2 �ei�2G. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå [Rei�; (1 +�1)Re
i�] � G

íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà G ñ ëó÷îì arg z = � ïðåäñòàâëÿåòñÿ
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â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ (ake
i�; bke

i�). Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå [Rei�; (1 +�1)Re
i�] \G = ; íå âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî k [Rei�; (1+�1)Re
i�]\ (ake

i�; bke
i�) 6= ;. Òàê êàê ñîîò-

íîøåíèå [Rei�; (1+�1)Re
i�] � G íå âûïîëíÿåòñÿ, òî òåì áîëåå íå âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå [Rei�; (1 + �1)Re
i�] � (ake

i�; bke
i�). Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî

õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê ak, bk ïðèíàäëåæèò ñåãìåíòó [R; (1+�1)R]. Äëÿ îïðåäå-

ëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ak 2 [R; (1+�1)R]. Çàìåòèì, ÷òî ak 6= (1+�1)R.

Òî÷êà ake
i�2G. Ïî óòâåðæäåíèþ P3 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî v�(ake

i�) �
(N � 1)V (R). Ôóíêöèÿ v�(re

i�) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðåìåííîé r

íà ïîëóîñè (0;1). Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òî÷êà r 2 [R; (1+�1)R]\ (ak; bk) òàêàÿ,

÷òî v�(re
i�) � (N�2)V (R). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ P2, re

i�2G. Ìû ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

5. Òåîðåìà 2 è ñâÿçàííûå ñ íåé âîïðîñû

Ðàçäåë íà÷èíàåì ñ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2. Ïåðåõîäÿ, åñëè íóæíî,

ê ôóíêöèè w(z) = v(ei z
), ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî � 2 (0; 1), à �1 è �2, �1 < �2
� ëþáûå óäîáíûå äëÿ íàñ ÷èñëà. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå

� 2 (0; 1) âûïîëíåíî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñëîæíîå, è ìû

ðàçîáüåì åãî íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.

Ïåðâûé ýòàï. Íà ýòîì ýòàïå äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
�!+0

ws(�)

�
; lim

�!+0

ws(�)

�
;

ïðè÷åì ïåðâûé èç ïðåäåëîâ íå ïðåâûøàåò h(�). Íà ýòîì ýòàïå áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî � = 0. Ôóíêöèè ws(�), �ws(�) áóäóò (�+s+1)-ïîëóàääèòèâíûìè.

Ïî îïðåäåëåíèþ èíäèêàòîðà, äëÿ ëþáîãî " > 0 ñóùåñòâóåò R òàêîå, ÷òî ïðè

t � R áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî v(t) � (h(0) + ")V (t). Ïîýòîìó

ws(�) � (h(0) + ") lim
r!1

1

r1+sV (r)

(1+�)rZ
r

tsV (t)dt

= (h(0) + ") lim
r!1

1+�Z
1

us
V (ur)

V (r)
du = (h(0) + ")

1+�Z
1

u�+sdu:

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 10. Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ws(�) � h(0)
(1 + �)�+s+1 � 1

�+ s+ 1
: (16)
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Ñëåäîâàòåëüíî, lim
�!+0

ws(�) � 0. Òåïåðü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 9 íàõîäèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïðåäåë

ws = lim
�!+0

ws(�)

�
;

à èç íåðàâåíñòâà (16) ñëåäóåò, ÷òî ws � h(0).

Äàëåå èìååì

jws(�)j � lim
�!+0

(1 + �)s
+

rV (r)

(1+�)rZ
r

jv(t)jdt:

Èç òåîðåìû 8 âûòåêàåò, ÷òî jws(�)j � M10(1 + �)s
+
� ln 4

�
. Ïîýòîìó

lim
�!0

ws(�) = 0. Âíîâü ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 9, ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
�!+0

ws(�)

�
:

Ïåðâûé ýòàï çàâåðøåí.

Âòîðîé ýòàï. Íà ýòîì ýòàïå ìû äîêàæåì íåðàâåíñòâî ws � h(0). Î÷å-

âèäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü h(0) > �1. Ïóñòü " > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ íèæíåãî

èíäèêàòîðà ìíîæåñòâî H = ft > 0 : v(t) < (h(0) � ")V (t)g èìååò ëèíåéíóþ

ïëîòíîñòü íóëü. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(1+�)rZ
r

tsv(t)dt � �(1 + �)s
+
rs

Z
H\[r;(1+�)r]

jv(t)jdt+ (h(0)� ")

(1+�)rZ
r

tsV (t)dt

�(h(0)� ")

Z
H\[r;(1+�)r]

tsV (t)dt:

Òåïåðü èç òåîðåì 8 è 10 ñëåäóåò, ÷òî ws � h(0). Âòîðîé ýòàï çàâåðøåí.

Òðåòèé ýòàï. Íà ýòîì ýòàïå ìû äîêàæåì íåðàâåíñòâî h(0) � ws. Òåïåðü

äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ v(z) ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé

â óãëó A
�
��

8
; � + �

8

�
. Îáîçíà÷èì

A = ft > 0 : 9� 2
h
0;
�

8

i
òàêîå, ÷òî v(tei�) > (h(�)� 1)V (t)g;

N1 = min
�2[0;�

8
]
(h(�)� 1):

Äàëåå òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå ââåäåíû ïåðåä

ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 7. Ïóñòü E � ìíîæåñòâî, ïîñòðîåííîå äëÿ ôóíê-

öèè v(e
i�

8 z) ïî êîíñòàíòàì N1 è Æ =
�

16
. Òîãäà A � E. Èç òåîðåìû 7 ñëåäóåò,
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÷òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå v(e
i�

8 z) = v1(z) + v2(z), ãäå v1(z) � ñóáãàðìî-

íè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âî âñåé ïëîñêîñòè, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó SF(�(r)), à äëÿ

ôóíêöèè v2(z) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî jv2(z)j � M8V (r), z 2 D1. Èç òåîðå-

ìû 6 ñëåäóåò

inf
r>1

sup
'2[�;�]

v1(re
i')

V (r)
> �1

äëÿ ëþáûõ �, �, � � � > 0. Îáîçíà÷èì

B = ft > 0 : sup
'2[�

4
;
3�
4
]

v(tei') � NV (t)g:

Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ N èç íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè �1 ìíîæåñòâî B ñîäåðæèò ìíîæåñòâî E. Â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì,

÷òî N âûáðàíî èç ýòîé îêðåñòíîñòè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî � 2 [0; �
8
] âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

h(�) = lim
r!1

r2B

v(rei�)

V (r)
:

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü v(z) êàê ôóíêöèþ, ñóáãàðìîíè÷åñêóþ â âåðõ-

íåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïóñòü �� åå ïîëíàÿ ìåðà. Òîãäà ïî òåîðåìå 7 ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

v(z) =
1

2�

Z Z
C(z; 1

2
r)

K(z; �)d�(�) + sin � d(r; �)V (r);

ãäå d(r; �) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå B � [0; �
8
]. Ïóñòü (R1; R2)

� ïåðåñå÷åíèå êðóãà C
�
z; 1

2
r
�
ñ âåùåñòâåííîé îñüþ. Òîãäà R1 = �(�)r, R2 =

�(�)r, ãäå

�(�) = cos � �
r

1

4
� sin2 �; �(�) = cos � +

r
1

4
� sin2 �:

Òàê êàê ÿäðî K(z; �) îòðèöàòåëüíî ïðè =z > 0, à îãðàíè÷åíèå ìåðû � íà

âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà, òî

v(z) � 1

2�

R2Z
R1

K(z; t)d�(t) + sin �d(r; �)V (r):

Òàê êàê ôóíêöèÿ v(z) ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé è íà ïîëóîñè (0;1), òî

d�(t) = �v(t)dt. Ïîýòîìó

v(z) � y

�

R2Z
R1

v(t)dt

(t� x)2 + y2
+ sin � d(r; �)V (r)
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=
y

�

R2Z
R1

tsv(t)

ts((t� x)2 + y2)
dt+ sin �d(r; �)V (r):

Åñëè d�1(t) = tsv(t)dt, òî

lim
r!1

�1(r + �r)� �1(r)

r1+sV (r)
= ws(�): (17)

Ìåðà �1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è ïëîòíîñòü åå ïîëîæèòåëüíîé ñîñòàâëÿ-

þùåé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

d�+1 (t)

dt
= tsv+(t) �MtsV (t) =MV1(t);

ãäå V1(t) = t�1(t), �1(t) = s + �(t). Òåïåðü èç òåîðåìû 12 è èç ðàâåíñòâà (17)

ñëåäóåò, ÷òî

h(�) = lim
r!1

r2B

v(rei�)

V (r)
� lim

r!1

rs

V1(r)

r sin �

�

�(�)rZ
�(�)r

d�1(t)

ts(t2 � 2tr cos � + r2)

+ lim
r!1

sin �d(r; �) � ws
sin �

�

�(�)Z
�(�)

t�dt

t2 � 2t cos � + 1
+ sin �d1(�);

ãäå d1(�) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå (0; �
8
). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó

ïðè �! +0, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî h(0) � ws. Òðåòèé ýòàï çàêîí÷åí.

×åòâåðòûé ýòàï. Íà ýòîì ýòàïå ìû äîêàæåì ðàâåíñòâî ws = h(0) â ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ âåëè÷èí ðàâíà �1. Èç íåðàâåíñòâà

h(0) � ws ñëåäóåò, ÷òî åñëè ws = �1, òî h(0) = �1. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî

åñëè h(0) = �1, òî ws = �1. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî ws > �1. Tàê

êàê ëåãêî ñòðîÿòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå â ëþáîì óãëó A(�1; �2) ôóíêöèè, äëÿ êî-

òîðûõ ñóùåñòâóåò è ðàâåí íàïåðåä çàäàííîìó âåùåñòâåííîìó ÷èñëó ïðåäåë

lim
r!1

u(r)

V (r)
, òî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ws = 0. Ïóñòü

E1 = fr : v(r) � �2V (r)g:

Ïîñêîëüêó h(0) = �1, òî äëÿ âåðõíåé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè l�(E1) ìíîæåñòâà

E1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå l�(E1) > 3
 > 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü rn " 1 òàêàÿ, ÷òî mes(E1\ [rn; 2rn]) � 
rn. Ïîñêîëüêó ws = 0, òî

ws(�) íå ðàâíî òîæäåñòâåííî �1. Ïîýòîìó v 2 SHF

�
��
8
;
9�

8
; �(r)

�
. Òîãäà
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èç òåîðåìû 7 ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå v(z) = v1(z) + v2(z), ãäå

v1 � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ âî âñåé ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ êëàññà SF(�(r)), à v2 �

ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå T = fz : jzj > 1; j arg zj < �

16
g, óäîâëåò-

âîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó jv2(z+hz)�v2(z)j �M jhjV (r) ïðè z, z+h 2 T . Ïóñòü
�1 � ðèññîâñêàÿ ìåðà ôóíêöèè v1, �1 2 (0; 10�2), M3, M5 � òå âåëè÷èíû,

î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå 6. Ïóñòü F � èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî äëÿ

ìåðû �1, êîòîðîå ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé A(r) = V (r), '(�) = M3
�1
� è

A � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ìíîæåñòâó F ñèñòåìà êðóãîâ. Ïðîöåññ ïîñòðî-

åíèÿ ñèñòåìû A îïèñàí â ðàçä. 1. ×èñëî � áóäåì íàçûâàòü îòíîñèòåëüíûì

ðàäèóñîì êðóãà C(z; �r). Ïóñòü A = A1 [A2, ãäå A1 � òå êðóãè èç íàáîðà A,
÷üè îòíîñèòåëüíûå ðàäèóñû ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì �21 , à A2 � îñòàëüíûå êðóãè

èç íàáîðà A. Çàìåíèì êàæäûé êðóã èç íàáîðà A2 êðóãîì ñ òåì æå öåíòðîì

è â äåñÿòü ðàç á�îëüøèì ðàäèóñîì. Íàáîð òàêèõ êðóãîâ îáîçíà÷èì ~A2. Äîïó-

còèì ~A = A1 [ ~A2. Åñëè ~A = fC(�n; �n�n); n = 1; 2; : : : ; �n = j�njg, òî áóäåò

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lR( ~A) =
1

R

X
j�nj�R

�n�n � 10�1:

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 10�1 < 
2, ãäå 
 � ðàíåå ââåäåííîå ÷èñëî. Ìû

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî 
 2 (0; 10�1). Òîãäà lR( ~A) < 0:1
. Ïóñòü Q � îáúåäèíåíèå

êðóãîâ èç ñèñòåìû ~A. Òîãäà ñóùåñòâóåò íîìåð n1 òàêîé, ÷òî ïðè n � n1 áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

(E1 \ [rn; 2rn]) nQ 6= ;:

Ïóñòü Rn 2 (E1 \ [rn; 2r]) n Q. Ïoñêîëüêó Rn 2 E1, òî v(Rn) � �2V (Rn).
Ïîñêîëüêó Rn2Q, òî êðóã C(Rn; 3�21Rn) íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ îäíèì èç êðóãîâ

èç íàáîðà A2. Êðîìå òîãî, Rn2F . Åñëè z 2 C(Rn; 3�21Rn) nF , òî ïî òåîðåìå 6
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

jv(Rn)� v(z)j �M4V (Rn)

1Z
0

ln

�
1 +

3�1

t

�
dt+ 3M�21V (Rn)

�M4V (Rn)

1Z
0

ln

�
1 +

3�1

t

�
dt:

Ìû áóäåì äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî �1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

M 4

1Z
0

ln

�
1 +

3�1

t

�
dt � 1 (18)
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Òîãäà íà ìíîæåñòâå C(Rn; 3�
2
1Rn) n F áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî v(z) �

�V (Rn). Ïóñòü z0 2 C(Rn; �
2
1Rn) \ F . Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî i z0 2 Gi.

Ìû âíîâü ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè òîé ÷àñòè ðàçä. 1, ãäå îïèñûâàåòñÿ ïî-

ñòðîåíèå èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü C(gi; �ijgij) � êðóã íàèìåíüøåãî

ðàäèóñà, ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî Gi. Ýòîò êðóã íå ìîæåò âõîäèòü â ñèñòå-

ìó A2. Ïîýòîìó îí âõîäèò â ñèñòåìó A1 è �i < �21 . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

Gi � C(Rn; 3�
2
1Rn). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Gi ïðè ðàçëè÷íûõ i íå ïåðåñåêàþò-

ñÿ, òî @Gi\G = ;. Òåì áîëåå @Gi\F = ;. Òîãäà ïî äîêàçàííîìó íà ìíîæåñòâå
@Gi âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî v(z) � �V (Rn). Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ýòî

íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â îáëàñòè Gi. Â ÷àñòíîñòè, v(z0) � �V (Rn). Òåì
ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî âî âñåì êðóãå C(Rn; �

2
1Rn) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

v(z) � �V (Rn). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè � < �21 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ws(�) � �
1+�Z
1

tsdt:

Ïîýòîìó ws � �1. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàâåíñòâîì ws = 0. ×åò-

âåðòûé ýòàï çàêîí÷åí.

Ïÿòûé ýòàï. Íà ýòîì, çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå ìû äîêàæåì ðàâåíñòâî

ws = h(0) â îáùåì ñëó÷àå. Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî h(0) > �1. Íàøå äî-

êàçàòåëüñòâî â îñíîâíîì áóäåò ïðîõîäèòü ïî ñõåìå ïðåäûäóùåãî. Ïóñòü " �

ïðîèçâîëüíîå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Íà ýòîò ðàç ìíîæåñòâî E1 ìû

îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E1 = fr > 0 : v(r) < (h(0) + ")V (r)g:

Óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâà E1 îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Ðàíåå ìû

ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ÷èñëî �1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (18). Òåïåðü ýòî íåðà-

âåíñòâî çàìåíÿåì íà íåðàâåíñòâî

M4

1Z
0

ln

�
1 +

3�1

t

�
dt � " :

Òîãäà ñ ïîìîùüþ òåõ æå ðàññóæäåíèé, ÷òî è íà ÷åòâåðòîì ýòàïå, ïîëó÷à-

åì, ÷òî â êðóãå C(Rn; �
2
1Rn) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî v(z) � (h(0)+2")V (Rn).

Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ws � h(0), ws = h(0). Ïÿòûé ýòàï çàêîí÷åí. Òåî-

ðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæåíèå, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ñëåäóåò èç ðàññóæäå-

íèé, ïðîâåäåííûõ íà ÷åòâåðòîì è ïÿòîì ýòàïàõ, ìû ñôîðìóëèðóåì â âèäå

îòäåëüíîé òåîðåìû.
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Òåîðåìà 15. Ïóñòü v 2 SF(�1; �2; �(r)), � 2 (�1; �2). Ïóñòü M � ïðî-

èçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, åñëè h(�) = �1, è M = h(�) + ", ãäå " �

ïðîèçâîëüíîå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, åñëè h(�) > �1. Òîãäà ñóùåñò-

âóåò ÷èñëî Æ > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Rn " 1 òàêèå, ÷òî â êàæäîì êðóãå

B(Rne
i�; ÆRn) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî v(z) �MV (jzj).

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì òåîðåìû Â.Ñ. Àçàðèíà [15] î "ÿìàõ" è

â ñóùåñòâåííîì ñîâïàäàåò ñ òåîðåìîé 7 èç [16].

Òåîðåìû 1 è 2 ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ îöåíêè èíäèêàòîðîâ ôóíêöèè v�(z).

Òåîðåìà 16. Ïóñòü v(z) 2 SHF(0; �; �(r)), � 2 (0; �), h(�) è h(�) � èí-

äèêàòîðû ôóíêöèè v; v�(z) � ôóíêöèÿ òàêàÿ, êàê â òåîðåìå 1, h�(�) è

h�(�) � åå èíäèêàòîðû, w0(�) � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â òåîðåìå 2, M1 �

êîíñòàíòà èç òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî �1 > 0 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

h�(�) �
(�+ 1)(w0(�1) +M1�)

(1 +�1)�+1 � 1
:

Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà h�(�) � h(�).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(1+�1)RZ
R

�
v�(te

i�)� v(tei�)
�
dt �M1�RV (R); R � 1:

Ïóñòü Rn " 1 � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî

w0(�1) = lim
n!1

1

RnV (Rn)

(1+�1)RnZ
Rn

v(tei�)dt:

Âçÿâ â íàïèñàííîì íåðàâåíñòâå R = Rn, ïîëó÷èì

(1+�1)RnZ
Rn

v�(te
i�)dt � (w0(�1) + "1;n)RnV (Rn) +M1�RnV (Rn);

ãäå "1;n � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äàëåå èìååì

(1+�1)RnZ
Rn

V (t)dt = RnV (Rn)

1+�1Z
1

V (uRn)

V (Rn)
du = (1 + "2;n)RnV (Rn)

1+�1Z
1

u�du:
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Èç ïðèâåäåííîãî ñëåäóåò

(1+�1)RnZ
Rn

�
v�(te

i�)� (�+ 1)
w0(�1) + "1;n +M1�

(1 + "2;n)((1 + �1)�+1 � 1)
V (t)

�
dt � 0:

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî " > 0 ñóùåñòâóåò Æ(") > 0, íå çàâèñÿùåå îò n è òàêîå,

÷òî íåðàâåíñòâî

v�(te
i�) �

�
(�+ 1)

w0(�1) + "1;n +M1�

(1 + "2;n)((1 +�1)�+1 � 1)
+ "

�
V (t)

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íà ìíîæåñòâå en � [Rn; (1 + �)Rn], ïðè÷åì mes en �
Æ(")Rn.

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò ïåðâîå íåðàâåíñòâî òåîðåìû. Âòîðîå íåðàâåíñòâî

ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà v(tei�) � v�(te
i�). Òåîðåìà äîêàçàíà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî

â ýòîé òåîðåìå âåëè÷èíû � è �1 íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé.

6. Òåîðåìà 4 è ñâÿçàííûå ñ íåé âîïðîñû

Ê ñîæàëåíèþ, íàøå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 äîñòàòî÷íî ñëîæíîå. Íà÷-

íåì ñî ñëåäóþùåãî çàìå÷àíèÿ. Ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â íà÷àëå äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû 2, ïîêàçûâàþò, ÷òî òåîðåìó 4 äîñòàòî÷íî äîêàçûâàòü äëÿ

ñëó÷àÿ � 2 [0; 1
2
), ïðè÷åì â êà÷åñòâå ÷èñåë �1 è �2, �1 < �2 ìîæíî áðàòü ëþáûå

óäîáíûå äëÿ íàñ ÷èñëà. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñâîäèò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4

ê äîêàçàòåëüñòâó åå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ.

Ëåììà 17. Åñëè òåîðåìà 4 âåðíà â êëàññå SHF(0; �; �(r)), òî îíà âåðíà

è â êëàññå SF(�1; �2; �(r)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà â êëàññå

SHF(0; �; �(r)). Äîêàæåì åå äëÿ êëàññà SF(�1; �2; �(r)). Êàê áûëî ñêàçàíî âû-

øå, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî � 2 [0; 1
2
), �1 = ��

4
, �2 = 5�

4
, � = �

2
. Ïóñòü u(z) �

ãàðìîíè÷åñêàÿ â óãëó A(��

4
; 5�
4
) ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ âïëîòü äî ãðàíèöû,

äëÿ êîòîðîé âåðíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

u(z) = (1 + "(z))
cos �

�
�

2
� '

�
cos 3�

4
�

V (r); z = rei';

ãäå "(z) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè z ! 1 â çàìêíóòîì óãëó ��

4
�

arg z � 5�
4
.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

G(N) = fz 2 C + : v(z)�Nu(z) < 0g; N < 0:
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Òàê êàê ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó, òî ìíîæåñò-

âî G(N) � îòêðûòîå. Ïîýòîìó îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå

áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò

G(N) =

![
k=1

Gk(N); ! � 1:

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî N èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè �1 êàæäàÿ êîì-

ïîíåíòà Gk(N) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì. Ïóñòü h � èíäèêàòîð

ôóíêöèè v (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h(�) > �1, èíà÷å òåîðåìà 4 ïðåâðàùàåòñÿ

â ïóñòîå óòâåðæäåíèå):

E =
n
r > 0 : v(ir) >

�
h
��
2

�
� 1
�
V (r)

o
;

E1 =
[
r2E

�
qr;

1

q
r

�
; D1 = E1 � (0; �);

ãäå q � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0; 1). Ïî òåîðåìå 7

ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå v(z) = v1(z) + v2(z), ãäå v1(z) 2 SF(�(r)), à äëÿ

ôóíêöèè v2(z) íà ìíîæåñòâå D1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî jv2(z)j �M8V (jzj).
Íà ìíîæåñòâå Gk(N)\D1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà v1(z) < Nu(z)+M8V (jzj). Ïðè
áîëüøèõ ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíûõ N ýòî íåðàâåíñòâî è íåîãðàíè÷åííîñòü

êîìïîíåíòû Gk(N) ïðîòèâîðå÷àò íåðàâåíñòâó 2) èç òåîðåìû 6. Òåì ñàìûì

îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâ Gk(N) äîêàçàíà.

Äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà A îïðåäåëèì îòíîñèòåëüíûé äèà-

ìåòð d(A) ýòîãî ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

d(A) =
diam(A)

supz2A jzj
;

ãäå diam(A) � äèàìåòð ìíîæåñòâà A. Ïóñòü Ĝk(N), k = 1; 2; : : : � ñåìåéñòâî

òåõ Gk(N), äëÿ êîòîðûõ d(Gk(N)) > 1
2
. Îáîçíà÷èì

vN (z) =

8>>>><
>>>>:
Nu(z); z 2

1[
k=1

Ĝk(N);

v(z); z 2 C + n
1[
k=1

Ĝk(N):

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ìíîæåñòâ Ĝk(N) ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íûì, èíà÷å

äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå áûëî áû òðèâèàëüíûì. Ôóíêöèÿ vN (z) ÿâëÿåòñÿ

ñóáãàðìîíè÷åcêîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ êîìïîíåíòà
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ìíîæåñòâà, ãäå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî vN (z) < Nu(z), èìååò îòíîñèòåëü-

íûé äèàìåòð, íå ïðåâîñõîäÿùèé 1
2
, òî vN (z) 2 SHF(0; �; �(r)).

Â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèå Ĝk(N) ñîêðàòèì äî Gk(N). Òàê êàê

v 2 SF

�
��
4
;
5�

4
; �(r)

�
, òî äëÿ íåêîòîðîãî M > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

v(z) � MV (jzj) ïðè z 2 A

�
��
4
;
5�

4

�
. Ñëåäîâàòåëüíî, vN (z) � MV (jzj) ïðè

=z > 0. Îáîçíà÷èì

a = inf
r>0

V (1
2
r)

V (r)
; b = sup

r>0

V (2r)

V (r)
;

Â ñèëó ïðèíÿòûõ íàìè ñîãëàøåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè V (r), a è b �

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü H 2
�
h
�
�

2

�
; h
�
�

2

� �
. Äàëåå áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî ÷èñëî N óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

N � �max

�
8

3

b

a
M;

32

3

b

a
jHj; 32

3

1

a

�
:

Ïóñòü Rn = Rn(�) � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî

w(N)(�) = lim
R!1

1

RV (R)

(1+�)RZ
R

jvN (it)�HV (t)jdt

= lim
n!1

1

RnV (Rn)

(1+�)RnZ
Rn

jvN (it)�HV (t)jdt:

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå �0 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî � 2 (0; �0) ìíî-

æåñòâî B =

1[
k=1

Gk(N) (çäåñü Gk(N) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Gk(N)) ïåðåñå-

êàåò íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ñåãìåíòîâ [iRn; i(1+�)Rn]. Åñëè ýòî íå òàê,

òî äëÿ ëþáîãî Æ 2 (0; 1
2
tg2 �

8
] íàéäåòñÿ � 2 (0; Æ) òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî B áóäåò

ïåðåñåêàòüñÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñåãìåíòîâ [iRn; i(1 +�)Rn]. Îáîçíà÷èì â

ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç I(�) ìíîæåñòâî òåõ n, äëÿ êîòîðûõ [iRn; i(1+�)Rn]\B 6= ;.
Ïóñòü zn 2 [iRn; i(1 +�)Rn]\B, n 2 I(�). Ïóñòü zn 2 Gk. Òàê êàê d(Gk) >

1
2
,

òî ëþáàÿ îêðóæíîñòü jz � znj = �jznj, � 2 (0; 1
2
] áóäåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ ìíî-

æåñòâîì Gk. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî � 2 (0; 1
2
]

inf
'
vN
�
zn + �jznjei'

�
� 3

4
NV

�
1

2
jznj
�
:
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Êðîìå òîãî, âî âñåì êðóãå B(zn;
1
2
jznj) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî vN (z) �

MV
�
3
2
jznj
�
. Îòñþäà ñëåäóåò èçâåñòíàÿ â òåîðèè ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû (ñì.,

íàïð., [17, ðàçä. 3.3]) îöåíêà Ìèþ�Íåâàíëèííû

vN
�
zn + �jznjei'

�
� 3

4
NV

�
1

2
jznj
�
!(�jznj) +MV

�
3

2
jznj
�
(1� !(�jznj)) ;

ãäå !(�jznj) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ìåðà â òî÷êå (1 + �)jznj îòðåçêà [1
2
jznj; jznj]

îòíîñèòåëüíî îáëàñòè C(jznj; 12 jznj) n [12 jznj; jznj]. Ýòî äàåò

vN
�
zn + �jznjei'

�
�
�
3

4
aN +

4

�
arctg

p
2�

�
3

4
ajN j+ bM

��
V (jznj):

Â ÷àñòíîñòè, åñëè � 2 (0; 1
2
tg2 �

8
], òî

vN
�
zn + �jznjei'

�
�
�
3

8
aN +

1

2
bM

�
V (jznj) �

3

16
aNV (jznj):

Òî÷êà zn 2 [iRn; i(1 + �)Rn], � 2 (0; Æ), Æ 2 (0; 1
2
tg2 �

8
). Ïîýòîìó [iRn; i(1 +

�)Rn] � B(zn;
1
2
tg2 �

8
jznj). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè t 2 [Rn; (1 + �)Rn] âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

vN (it) �
3

16
aNV (jznj) �

3

16
aNV (Rn):

Äëÿ òåõ æå t âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî V (t) � V (2Rn) � bV (Rn). Ïîýòîìó

ïðè t 2 [Rn; (1 + �)Rn]

jvN (it)�HV (t)j � jvN (it)j � jHjV (t) �
�

3

16
ajN j � bjHj

�
V (Rn)

� 3

32
ajN jV (Rn) � V (Rn):

Ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó w(N)(�) � � õîòÿ áû äëÿ îäíîé òî÷êè èç

èíòåðâàëà (0; Æ), ãäå â êà÷åñòâå Æ ìîæíî áðàòü ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà

(0; 1
2
tg2 �

8
). Íàïîìíèì, ÷òî vN 2 SHF(0; �; �(r)) è ïî ïîñûëêå ëåììû äëÿ

ôóíêöèè vN òåîðåìà 4 ñïðàâåäëèâà. Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò

ýòîìó. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà �0 äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü � 2 (0; �0). Òîãäà

w(N)(�) = lim
n!1

1

RnV (Rn)

(1+�)RnZ
Rn

jvN (it)�HV (t)jdt
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= lim
n!1

1

RnV (Rn)

(1+�)RnZ
Rn

jv(it)�HV (t)jdt:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî w(�) � w(N)(�). Òåì ñàìûì òåîðåìà âåðíà äëÿ

ôóíêöèè v(z). Ëåììà äîêàçàíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 4. Íà îñíîâàíèè ëåììû 17

äîñòàòî÷íî äîêàçûâàòü òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ v 2 SHF(0; �; �(r)), � 2 [0; 1). Ìû

ýòî è áóäåì äåëàòü. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðàçáèâàåì íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.

Ïåðâûé ýòàï. Íà ýòîì ýòàïå äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ H = h(�) >

�1. Ïóñòü " � ïðîèçâîëüíîå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü ÷èñëî Æ > 0

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Rn " 1 òàêèå, êàê â òåîðåìå 15. Îáîçíà÷èì

T = fr > 0 : v(rei�) < (h(�)� ")V (r)g:

Èç îïðåäåëåíèÿ íèæíåãî èíäèêàòîðà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî T èìååò ëè-

íåéíóþ ïëîòíîñòü íóëü. Íà ìíîæåñòâå [Rn; (1+�1)Rn]nT âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî jv(tei�)�h(�)V (t)j � "V (t). Ïîýòîìó ïðè � 2 (0; Æ) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(1+�)RnZ
Rn

jv(tei�)� h(�)V (t)jdt

� "

(1+�)RnZ
Rn

V (t)dt+

(1+�)RnZ
Rn

�T (t) (jv(t) + jh(�)jV (t)) dt:

Tåïåðü èç òåîðåì 8, 10 ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî lim
�!+0

w(�)

�
= 0. Ïåðâûé ýòàï çàâåð-

øåí.

Âòîðîé ýòàï.Íà ýòîì ýòàïå äîêàæåì îñòàâøèåñÿ íåäîêàçàííûìè óòâåðæ-

äåíèÿ òåîðåìû ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî h(�) > �1. Ïóñòü

H 2 (h(�); h(�)] èëè H = h(�). Ïîñêîëüêó h�(�) � h(�), òî ñóùåñòâóåò ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü R2;n " 1 òàêàÿ, ÷òî v4(R2;ne
i�) � (h(�) + "n)V (R2;n), ãäå "n �

áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Èç òåîðåìû 16 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ

äîñòàòî÷íî ìàëûõ 4 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî h�(�) < H. Ïîýòîìó

ñóùåñòâóþò " > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R1;n " 1 òàêèå, ÷òî v4(R1;ne
i�) �

(H � ")V (R1;n). Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî H 2 (h(�); h(�)). Ôóíêöèÿ

v�(re
i�)

V (r)
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà ïîëóîñè (0;1). Òîãäà ïî òåî-

ðåìå î ñðåäíåì äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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Rn " 1 òàêàÿ, ÷òî v�(Rne
i�) = HV (Rn). Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî óêàçàí-

íîãî íàìè H ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Rn " 1 òàêàÿ, ÷òî v�(Rne
i�) =

(H + "1;n)V (Rn), ãäå "1;n � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Èìååì

I =

(1+�1)RnZ
Rn

jv(tei�)�HV (t)jdt �
(1+�1)RnZ
Rn

jv(tei�)� v�(te
i�)jdt

+

(1+�1)RnZ
Rn

jv�(tei�)� v�(Rne
i�)jdt

+jHj
(1+�1)RnZ
Rn

jV (t)� V (Rn)jdt+ j"1;nj�1RnV (Rn) = I1 + I2 + I3 + I4:

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

� =
�1

ln 1
�1

 (�1); � =
1

M14

�1 (�1);  (�1) = ln
1

�1

l
1=2

2

�
1

�1

�
;

ãäå M14 � âåëè÷èíà èç òåîðåìû 14. Åñëè âçÿòü K = h(�)� 1, òî íåðàâåíñòâî

(5) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R. Òîãäà ïî òåîðåìå 1

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî (6). Åñëè â ýòîì íåðàâåíñòâå âçÿòü R = Rn,

k = ln 1
�1

, òî ïîëó÷èì

I1 =

(1+�1)RnZ
Rn

jv(tei�)� v�(te
i�)jdt �

 
M

�1

ln 1
�1

l
1=2

2

�
1

�1

�
+ "(Rn)

!
RnV (Rn):

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû � è � óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (13), �1, �2
� ìåðû òàêèå, êàê â òåêñòå òåîðåìû 14,

v1(z) =

Z Z
ln

����1� z

�

���� d�2(�); v(z) = v1(z) + v2(z):

Òîãäà v�(z) = v1;�(z) + v2(z),

I2 �
(1+�1)RnZ
Rn

jv1;�(tei�)� v1;�(Rne
i�)jdt

+

(1+�1)RnZ
Rn

jv2(tei�)� v2(Rne
i�)jdt = I21 + I22:
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Èç òåîðåìû 7 ñëåäóåò îöåíêà I22 �M�2
1RnV (Rn). Ïî òåîðåìå 14 ìíîæåñòâî

G(�;M 3; �1) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñåãìåíòîì [Rne
i�; (1 + �1)Rne

i�]. Ïîýòîìó ïî

òåîðåìå 6

jv1;�(tei�)� v1;�(Rne
i�)j �M5V (Rn)

1Z
0

ln

�
1 +

�1

�u

�
du

=M5V (Rn)

1Z
0

ln

0
@1 +

M14

u ln 1
�1
l
1=2

2

�
1
�1

�
1
Adu �M

l
1=2

2

�
1
�1

�
ln 1

�1

V (Rn):

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî I2 �M�1

l
1=2

2

�
1
�1

�
ln 1

�1

RnV (Rn).

Èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê äëÿ I1 è I2, î÷åâèäíûõ îöåíîê äëÿ I3 è I4 âûòåêàåò,

÷òî

lim
R!1

1

RV (R)

(1+�1)RZ
R

jv(tei�)�HV (t)jdt �M�1

l
1=2

2

�
1
�1

�
ln 1

�1

:

Âòîðîé ýòàï çàâåðøåí.

Òðåòèé ýòàï. Íà ýòîì ýòàïå ìû çàêàí÷èâàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h(�) = �1. Ïóñòü H 2 (�1; h(�)]. Ïóñòü u(z) � òàêàÿ

ôóíêöèÿ, êàê â ëåììå 17,

vN (z) = max(v(z); Nu(z)):

Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííàÿ íàìè ôóíêöèÿ vN (z) íå ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé,

êîòîðàÿ â ëåììå 17 îáîçíà÷àëàñü òåì æå ñèìâîëîì. Ñóùåñòâóåò òàêîå N ,

÷òî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà h(vN ; �) < H � h(vN ; �). Î÷åâèäíî, ÷òî

h(vN ; �) > �1. Ïî äîêàçàííîìó

w(N)(�1) = lim
R!1

1

RV (R)

(1+�1)RZ
R

jvN (tei�)�HV (t)jdt �M�1

l
1=2

2

�
1
�1

�
ln 1

�1

:

Ïóñòü Rn " 1 � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî

w(N)(�1) = lim
n!1

1

RnV (Rn)

(1+�1)RnZ
Rn

jvN (tei�)�HV (t)jdt:
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Òîãäà
(1+�1)RnZ
Rn

jvN (tei�)�HV (t)jdt = (w(N)(�1) + "n)RnV (Rn):

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íà áîëüøåé ÷àñòè ñåãìåíòà [Rn; (1 +�1)Rn] âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî vN (te
i�) = v(tei�).

Òåîðåìà 1 ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ ôóíêöèé ñóáãàðìîíè÷åñêèõ âî âñåé ïëî-

ñêîñòè. Îäíàêî, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå èç ïðåäûäóùåãî ýòàïà, ñâÿçàííîå

ñ ðàçáèåíèåì v(z) = v1(z)+v2(z), ïîëó÷èì, ÷òî ñïðàâåäëèâ àíàëîã íåðàâåíñò-

âà (6)

(1+�1)RnZ
Rn

jv�(tei�)� v(tei�)jdt �

0
@M�1

l
1=2

2

�
1
�1

�
ln 1

�1

+ "(Rn)

1
ARnV (Rn):

Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M , ÷òî

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n íà ñåãìåíòå [Rn; (1 + �1)Rn] íàéäåòñÿ

òî÷êà � òàêàÿ, ÷òî

jv�(�ei�)�HV (�)j �M
l
1=2

2

�
1
�1

�
ln 1

�1

V (Rn):

Äàëåå èìååì

(1+�1)RnZ
Rn

jv(tei�)�HV (t)jdt �
(1+�1)RnZ
Rn

jv(tei�)� v�(te
i�)j

+

(1+�1)RnZ
Rn

jv�(tei�)� v�(�e
i�)jdt+M�1

l
1=2

2

�
1
�1

�
ln 1

�1

RnV (Rn)

+jHj
(1+�1)RnZ
Rn

jV (t)� V (�)jdt:

Îñòàëîñü ïîâòîðèòü íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ âòîðîãî ýòàïà. Òðåòèé ýòàï

çàâåðøåí. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè ôóíêöèÿ v(z) èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò â ñìûñëå Ëåâèíà�Ïôëþãåðà

íà ëó÷å arg z = �, òî íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

lim
R!1

1

RV (R)

(1+�)RZ
R

jv(tei�)� h(�)V (t)jdt = 0:
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Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 4 ñòîèò ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ. Âîïðîñ î òî÷-

íîì ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ôóíêöèè w(�) ïðè H 2 (h(�); h(�)] îñòàåòñÿ îòêðû-

òûì. Òåîðåìà 4 è íèæåñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàþò èñêëþ÷èòåëüíîñòü

çíà÷åíèÿ H = h(0) ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè çíà÷åíèÿìè H èç ñåãìåíòà

[h(�); h(�)] â ýòîì âîïðîñå. Äëÿ H = h(�) íå òîëüêî íåñïðàâåäëèâî íåðàâåíñò-

âî (10), íî íåñïðàâåäëèâî è íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ïîëó÷àåòcÿ èç (10) çàìåíîé

ïðàâîé ÷àñòè íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ '(�) âèäà o(�) ïðè �! 0.

7. Ïðèìåð

Ïóñòü � 2 (0; 1) è ïóñòü 
(u) � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà ñåãìåíòå

[0; �], äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà ïîëóèíòåðâàëå (0; �], 
(0) = 0, 
0(+0) = +1 è

òàêàÿ, ÷òî ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
R
�

0
ln(1=t)d
(t). Ñõîäèìîñòü ïîñëåäíåãî èíòåã-

ðàëà ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
R
�

0
(
(t)=t)dt. Ïóñòü � 2 (0; 1). Ïóñòü

rn, r1 � 1, � áûñòðî âîçðàñòàþùàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óñëîâèÿì

n�1X
k=1

r
�

k
� r�=2n ;

1X
k=n+1

r
��1
k

� 1=rn:

Ïóñòü, íàêîíåö, 'n(s) = r
�
n
(s=rn). Îáîçíà÷èì

vn(z) =

�rnZ
0

ln

����1� z

rn + is

���� d'n(s) = r�n

�Z
0

ln

����1� z

rn(1 + iu)

���� d
(u);

v(z) =

1X
n=1

vn(z):

Èññëåäóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè v(z). Ïóñòü q � ïðîèçâîëüíîå

÷èñëî èç èíòåðâàëà (0; 1) è r = jzj 2 [qrn; rn=q]. Ïóñòü m < n. Òîãäà

vm(z) = r�m

�Z
0

ln

����1� z

rm(1 + iu)

���� d
(u) = (1 + o(1))r�m
(�) ln r (n!1);

�����
n�1X
m=1

vm(z)

����� � A1r
�=2 ln r:

Ïðè m > n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

jvm(z)j � 
(�)r��1m r;

�����
1X

m=n+1

vm

����� � 
(�)
r

rn
� A2:
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè r 2 [qrn; rn=q] ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

v(z) = vn(z) +  n(z); j n(z)j � A1r
�=2 ln r +A2: (19)

Èçó÷èì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó Àçàðèíà: vt(z) = v(tz)=t�, t 2 (0;1). Äëÿ

ýòîãî çàôèêñèðóåì t è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

vn(trnz)

t�r
�
n

=
1

t�

�Z
0

ln

����1� tz

1 + iu

���� d
(u) = at(z):

Èç ñîîòíîøåíèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t 2 (0;1) ôóíêöèÿ at(z)

ïðèíàäëåæèò ïðåäåëüíîìó ìíîæåñòâó Àçàðèíà Fr(v) ôóíêöèè v. Ìû èñ-

ïîëüçóåì îïðåäåëåíèå Àçàðèíà [18] ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà. Î÷åâèäíî, ÷òî

åñëè K � êîìïàêò, íå ñîäåðæàùèé íóëÿ, òî at(z)! 0, åñëè t! 0 èëè t!1
ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòå K. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé

at(z), t 2 (0;1) è 0 ñîâïàäàåò ñ Fr(v). Äåòàëè ðàññóæäåíèÿ áóäóò ïðèâåäåíû

ïîçæå ïî äðóãîìó ïîâîäó. Îáîçíà÷èì

'(t) = at(1) =
1

2t�

�Z
0

ln
(t� 1)2 + u2

1 + u2
d
(u):

Òåîðåìà Àçàðèíà [18] óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè h(�) è h(�) � èíäèêàòîð è íèæíèé

èíäèêàòîð ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè v, òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

h(�) = sup
u2Frv

u(ei�); h(�) = inf
u2Frv

u(ei�):

Ïî òåîðåìå Àçàðèíà äëÿ èíäèêàòîðîâ ââåäåííîé íàìè ôóíêöèè v âûïîë-

íÿþòñÿ ðàâåíñòâà

h(0) = sup
t2(0;1)

'(t); h(0) = inf
t2(0;1)

'(t):

Â ÷àñòíîñòè, '(1) 2 [h(0); h(0)]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî '(+0) = '(2) = 0 è ÷òî

'(t) < 0 ïðè t 2 (0; 2), '(t) > 0 ïðè t > 2. Èìååì

'0(t) =
1

2

1

t�+1

�Z
0

�
�� ln (t� 1)2 + u2

1 + u2
+

2t(t� 1)

(t� 1)2 + u2

�
d
(u):

Ïðè t 2 (1; 2) îáà ñëàãàåìûõ â ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíû, è ïîýòîìó ôóíê-

öèÿ '(t) âîçðàñòàåò íà ñåãìåíòå [1; 2]. Òàê êàê 
0(+0) = +1, òî ïðèìåíÿÿ

ðàññóæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû Ôàòó ([19, ãë. 1, ï. D3]),
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ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî '0(1 + 0) = +1, '0(1 � 0) = �1. Òàêèì îáðàçîì, òî÷-

êà 1 åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè '(t). Ìû íå

íàøëè äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî òî÷êà 1 åñòü òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè '(t)

íà îñè (0;1). Â äàëüíåéøåì, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4, äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå

äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé 
. Âñþäó äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî � 2 (0; �].

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíû

w(�) = lim
z!1

1

r1+�

(1+�)rZ
r

jv(t)� '(1)t�jdt;

w1(�) = lim
n!1

1

r
1+�
n

(1+�)rnZ
rn

jv(t) � '(1)t�jdt;

ãäå rn � îïðåäåëåííàÿ ðàíåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Èç äàëüíåéøåãî áóäåò âèäíî, ÷òî âòîðîé èç íàïèñàííûõ âûøå ïðåäåëîâ

ñóùåñòâóåò. Èç ñîîòíîøåíèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òî

w1(�) = lim
n!1

1

r
1+�
n

(1+�)rnZ
rn

jvn(t)� '(1)t�jdt

= lim
n!1

1

r
1+�
n

(1+�)rnZ
rn

������r�n
�Z
0

ln

����1� t

rn(1 + iu)

���� d
(u)

�1

2
t�

�Z
0

ln
u2

1 + u2
d
(u)

������ dt:
Ñäåëàåì â èíòåãðàëå çàìåíó t = rn + �rn. Ïîëó÷èì

w1(�) =

�Z
0

������
�Z
0

ln

����1� 1 + �

1 + iu

���� d
(u)� 1

2
(1 + �)�

�Z
0

ln
u2

u2 + 1
d
(u)

������ d�

=
1

2

�Z
0

������(1 + �)�
�Z
0

ln
u2

1 + u2
d
(u) +

�Z
0

ln
1 + u2

�2 + u2
d
(u)

������ d�:
Òàêèì îáðàçîì,

w1(�) =
1

2

�Z
0

�Z
0

�
(1 + �)� ln

1 + u2

u2
� ln

1 + u2

�2 + u2

�
d
(u)d�: (20)
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Èç îïðåäåëåíèé w(�) è w1(�) ñëåäóåò, ÷òî

w(�) � w1(�): (21)

Ïóñòü tk " 1 � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî

w(�) = lim
k!1

1

t
�+1

k

(1+�)tkZ
tk

jv(t)� '(1)t�jdt:

Ïðîðåæèâàÿ, åñëè íóæíî, ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìîæíî äîáèòüñÿ

òîãî, ÷òî íà êàæäîì èç ïîëóèíòåðâàëîâ [rn; rn+1) áóäåò íàõîäèòüñÿ íå áî-

ëåå îäíîé òî÷êè tk. Ïðîðåæèâàÿ, åñëè íóæíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk åùå

ðàç, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ëþáàÿ òî÷êà tk íàõîäèëàñü áû òîëüêî â îä-

íîì èç ìíîæåñòâ
�
rn;

p
rnrn+1

�
,
�p
rnrn+1; rn+1

�
(ðàçóìååòñÿ, êàæäîìó k îòâå-

÷àåò ñâîå n). Òàê êàê îáà ñëó÷àÿ èçó÷àþòñÿ îäèíàêîâî, òî ìîæíî äîïîë-

íèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî k îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íî-

ìåð nk òàêîé, ÷òî tk 2
�
rnk ;

p
rnkrnk+1

�
, ïðè÷åì ðàçíûì k îòâå÷àþò ðàçëè÷-

íûå nk. Ïóñòü s = lim
k!1

tk=rnk . Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

s = lim
k!1

tk=rnk . Î÷åâèäíî, ÷òî s 2 [1;1]. Äîêàæåì, ÷òî s <1. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî s =1. Èìååì �����
nk�1X
m=1

vm(z)

����� � A1r
�=2 ln r; r � rnk ;

1

jzj�

������
1X

m=nk+1

vm(z)

������ � 
(�)
r1��

r
1��
nk+1

+
r1��

rnk+1

; r 2 [rnk ;
p
rnkrnk+1]:

Èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî

w(�) = lim
k!1

1

t
�+1

k

(1+�)tkZ
tk

jvnk(t)� '(1)t�jdt

= lim
k!1

1

t
�+1

k

(1+�)tkZ
tk

������r�nk
�Z
0

ln

����1� t

rnk(1 + iu)

���� d
(u) � '(1)t�

������ dt

= lim
k!1

�Z
0

������
�Z
0

�
rnk
tk

��
ln

����1� tk

rnk

1 + �

1 + iu

���� d
(u)� '(1)(1 + �)�

������ d�: (22)
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Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî lim
k!1

rnk=tk = 0, ïîëó÷èì

w(�) =

�Z
0

j'(1)j(1 + �)�d� =
1

2

�Z
0

�Z
0

(1 + �)� ln
1 + u2

u2
d
(u)d�:

Ñðàâíèâàÿ ñ (20), ïîëó÷èì w(�) > w1(�). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (21). Òàêèì

îáðàçîì, ñëó÷àé s = 1 íåâîçìîæåí. Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé s 2 (1;1) òàêæå

íåâîçìîæåí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç ñîîòíîøåíèÿ (22) ñëåäóåò, ÷òî

w(�) =

�Z
0

������
1

s�

�Z
0

ln

����1� s(1 + �)

1 + iu

���� d
(u) � '(1)(1 + �)�

������ d�

=
1

2

�Z
0

������
�Z
0

�
(1 + �)� ln

1 + u2

u2
� 1

s�
ln

1 + u2

(s� 1 + s�)2 + u2

�
d
(u)

������ d�:
Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñîâïàäàåò ïî çíàêó ñ âûðàæåíèåì

(1 + �)�s� ln
1 + u2

u2
� ln

1 + u2

(s� 1 + s�)2 + u2

= (s�(1 + �)� � 1) ln
1 + u2

u2
+ ln

(s� 1 + s�)2 + u2

u2

è ïîýòîìó ïîëîæèòåëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

w(�) =
1

2

�Z
0

�Z
0

�
(1 + �)� ln

1 + u2

u2
� 1

s�
ln

1 + u2

(s� 1 + s�)2 + u2

�
d
(u)d�:

Âìåñòå ñ (20) ýòî äàåò

w(�) � w1(�) =
1

2

�Z
0

�Z
0

�
ln

1 + u2

�2 + u2
� 1

s�
ln

1 + u2

(s� 1 + s�)2 + u2

�
d
(u)d�:

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ïî çíàêó ñ ôóíêöèåé

s� ln
1 + u2

�2 + u2
� ln

1 + u2

(s� 1 + s�)2 + u2
= (s�� 1) ln

1 + u2

�2 + u2
+ln

(s� 1 + s�)2 + u2

1 + u2

= (s� � 1) ln
1 + u2

�2 + u2
+ ln

�
1 +

(s� 1 + (s+ 1)�)(s � 1)(1 + �)

�2 + u2

�
:
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Òàê êàê s > 1, � 2 [0; �] � [0; 1], òî íàïèñàííàÿ âûøå ôóíêöèÿ ñòðîãî

ïîëîæèòåëüíà. Ýòî äàåò w(�) � w1(�) > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (21). Òàêèì

îáðàçîì, îñòàëàñü åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü s = 1. Ýòî äàåò

w(�) =
1

2

�Z
0

�Z
0

�
(1 + �)� ln

1 + u2

u2
� ln

1 + u2

�2 + u2

�
d
(u)d�;

w(�) = w1(�):

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ w(�) âû÷èñëåíà. Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ëåã-

êî ïðèñïîñîáèòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûñêàçàííîãî ðàíåå óòâåðæäåíèÿ î ìíî-

æåñòâå Fr(v). Äàëåå èìååì

w(�) � 1

2

�Z
0

�Z
0

ln
�2 + u2

u2
d
(u)d� =

1

2

�Z
0

u

�=uZ
0

ln(1 + �21 )d�1d
(u)

=
1

2

�Z
0

u

�
�

u
ln

�
1 +

�2

u2

�
� 2

�

u
+ 2arctg

�

u

�
d
(u)

� �

2

�Z
0

ln

�
1 +

�2

u2

�
d
(u) � �

2

Z
�

0

ln

�
1 +

�2

u2

�
d
(u)

� �

�Z
0

ln
�

u
d
(u) = �

Z
�

0


(u)

u
du: (23)

Ïóñòü "(�) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ

ïðè � ! 0. Îãðàíè÷åíèÿ, íàëîæåííûå íà ôóíêöèþ 
, íå èñêëþ÷àþò âîçìîæ-

íîñòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

�Z
0


(u)

u
du � "(�) (24)

â íåêîòîðîé ïðàâîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè "(�) = M
l
1=2

2

�
1
�

�
ln 1

�

,

ãäå M � êîíñòàíòà èç òåîðåìû 4, òî òîãäà íåðàâåíñòâà (24), (23), ñîîòíîøå-

íèå '(1) 2 (h(0); h(0)] è òåîðåìà 4 âìåñòå äàþò ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì,

åñëè ôóíêöèÿ 
 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (24) ñ íàïèñàííîé âûøå ôóíê-

öèåé "(�), òî h(0) = '(1) = min
t2(0;1)

'(t). Êðîìå òîãî, íåðàâåíñòâà (23) è (24)
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ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè H = h(�) â òåîðåìå 4 óñëîâèå w(�) � "(�)� íå âûïîëíÿ-

åòñÿ íè äëÿ êàêîé ôóíêöèè "(�), ñõîäÿùåéñÿ ê íóëþ ïðè "! 0 â êëàññå âñåõ

ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 4.
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New formulas for inidicators of subharmonic functions

A.F. Grishin, T.I. Malyutina

The paper concerns the theory of growth of subharmonic functions of
�nite order. Main characteristics of growth of ones are indicator and lower
indicator. There is a theorem among main results of the paper where new
formulas for indicator are showed. A criterium of complete regularity in
sense of Levin and P�uger is demonstrated as application. This criterium
is formulated for a �xed ray. It is sharpening of a theorem of B.Ya. Levin.
Another theorems attributed to the main results is in-deps elaboration of
a theorem of Bernstein. Often under investigation of a subharmonic func-
tion it is likened to one that produced by translation of Riesz' measure of
initial function to a �nite system of rays. New property of the operation of
translation are among other results of the paper.
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