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Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåòñÿ àáñòðàêòíîå äèôôåðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå âûñîêîãî ïîðÿäêà
nP

j=0

Aju
(j)(t) = 0. Îïåðàòîð An

ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ìîæåò áûòü âûðîæäåííûì. Ïîëó÷åíû óñëî-

âèÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ

ðåøåíèé. Àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði ðîçãëÿäà¹òüñÿ àáñòðàêòíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâ-

íÿííÿ âèñîêîãî ïîðÿäêó
nP

j=0

Aju
(j)(t) = 0. Îïåðàòîð An ïðè ñòàðøié ïî-

õiäíié ìîæå áóòè âèðîäæåíèì. Îòðèìàíî óìîâè àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ

ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè åëåìåíòàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Àáñòðàêòíi ðåçóëüòà-

òè çàñòîñîâóþòüñÿ äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-

ìè.

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè
nX

j=0

Aju
(j)(t) = 0; t > 0; (1)

u(j)(0) = uj; j = 0; : : : ; n� 1; (2)
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è èõ ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n�1 ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ëèíåéíûìè
êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Çäåñü Aj � ëèíåéíûå

çàìêíóòûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç êîìïëåêñíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà

X â êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y , ñ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ D(Aj),
ñîîòâåòñòâåííî. Îïåðàòîð An ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíîå ÿäðî, è ïîòîìó

óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì. Êàê è â [1], ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è

Êîøè (1), (2) ïîíèìàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u(t) 2 Cn((0;1);X)
T
Cn�1([0;1);

X), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1), íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (2), ïðè÷åì

Aju(t) 2 Cj((0;1); Y )
T
Cj�1([0; 1); Y ); j = 1; : : : ; n.

×åðåç % îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ïó÷êà L(�) =
nP

j=0

�jAj : D =
nT

j=0

D(Aj) ! Y óðàâíåíèÿ (1), ò.å. ìíîæåñò-

âî òåõ òî÷åê �, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåçîëüâåíòíûé îïåðàòîð R(�) =
L�1(�) 2 [Y;X]. Çäåñü [Y;X] � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðà-

òîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç Y â X. Ïî êàæäîé öåïî÷êå '0; : : : ; 'm 2 D, êîòîðàÿ

ñîñòîèò èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ (ÑÏÂ) ïó÷êà L(�), îòâå-
÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ �0, ñòðîÿòñÿ ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ

?

uk(t) = e�0t
kX

j=0

tj

j!
'k�j

óðàâíåíèÿ (1) è âåêòîðû èõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé hk = fu(j)
k

(0)gn�1
j=0

, k =
0; : : : ;m. Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîìó â [2] îïðåäåëåíèþ âåêòîðû '0; : : : ; 'm 2 D

îáðàçóþò öåïî÷êó ÑÏÂ ïó÷êà L(�), îòâå÷àþùóþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ �0,

åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

kX
j=0

1

j!
L(j)(�0)'k�j = 0; k = 0; : : : ;m:

Êàê è â [1], ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé äîïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíûì

ðåøåíèåì, à ñèñòåìà âåêòîðîâ fhkg � íóëåâûì âåêòîðîì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé óðàâíå-

íèÿ (1) ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé òàêæå óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðèçíàêè

n-êðàòíîé ïîëíîòû ñèñòåìû ÑÏÂ â ïîäïðîñòðàíñòâå X0 ðåøåíèé çàäà÷è Êî-

øè (1), (2). Íàïîìíèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (1), (2)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìûêàíèå â Xn = X � � � � � X âåêòîðîâ fujgn�1j=0
(2),

äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå [1]. Ñîãëàñíî [1] ñèñòåìà ÑÏÂ ïó÷êà L(�)
íàçûâàåòñÿ n-êðàòíî ïîëíîé â ïîäïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé X0, åñëè ëèíåéíàÿ

îáîëî÷êà âåêòîðîâ hk (äëÿ âñåâîçìîæíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîòâåòñò-

âóþùèõ öåïî÷åê ÑÏÂ) ïëîòíà â X0.

? Ñì. [1�6]. Â [3, 4] òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàëèñü ýêñïîíåíöèàëüíûìè.
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Ïîäïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé X0 ìîæåò îêàçàòüñÿ òðèâèàëüíûì, ò.å. ñîñòî-

ÿòü èç åäèíñòâåííîãî íóëåâîãî âåêòîðà. Ïðîñòåéøèì óñëîâèåì, êîòîðîå èñ-

êëþ÷àåò òàêóþ âîçìîæíîñòü, â ñëó÷àå X = Y = CN ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå

detL(�) 6� const. Áîëåå îáùèå óñëîâèÿ íåòðèâèàëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà ðå-

øåíèé X0, âûðàæåííûå â òåðìèíàõ ïîâåäåíèÿ ðåçîëüâåíòû R(�) õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ïó÷êà L(�), ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [7�9].

Âîïðîñû ïîëíîòû ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé íåâûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà

u0(t) = Au(t) (3)

èçó÷àëèñü â [4]. Äëÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Au0(t) +Bu(t) = 0 (4)

ïîëíîòà ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàëàñü â [5]. Äëÿ íåâûðîæäåííîãî

óðàâíåíèÿ (1) âûñîêîãî ïîðÿäêà ïîëíîòà ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé èçó÷àëàñü

â [6], à äëÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ (1) � â [1].

Ïóñòü ðåçîëüâåíòà R(�) ïó÷êà L(�) ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé ñî çíà÷åíèÿìè
â [Y;X] îïåðàòîð-ôóíêöèåé âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ââåäåì äëÿ íåå

ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè ðîñòà:

�p = lim
r!1

1

2�rp

2�Z
0

ln+ jjR(rei')jjd'; p � 1: (5)

Ïðè p = 1 ýòà âåëè÷èíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

�1 = lim
r!1

1

2�r

2�Z
0

ln+ jjR(rei')jjd': (6)

Òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðîñòà ðåçîëüâåíòû íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ðåçîëüâåí-

òû R(�) è èñïîëüçóåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ ïîëíîòû ýëåìåíòàðíûõ

ðåøåíèé â ðàáîòàõ [4, 5, 1].

Åñëè ðåçîëüâåíòà R(�) ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé îïåðàòîð-ôóíêöèåé â ïî-

ëóïëîñêîñòè Re� � 0, òî âìåñòî (5), (6) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ õàðàê-

òåðèñòèêà ðîñòà:

Æ = lim
r!1

1

�r

3�

2Z
�

2

ln+ jjR(rei')jjd'; (7)

íàçûâàåìàÿ ñòåïåíüþ ðåçîëüâåíòû R(�) â óãëå
�

2
� arg � � 3�

2
[4].
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2. Ïðèçíàêè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ

ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé

Ïóñòü ðåçîëüâåíòà R(�) ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé îïåðàòîð-ôóíêöèåé êî-

íå÷íîé ñòåïåíè �1 (6). Óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ (3) ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé íà êàæäîì ñåã-

ìåíòå [cÆ; T ], ãäå ïîñòîÿííàÿ c 2
�
�

2
; 8
3

�
, óñòàíîâëåíû â [4]. Äëÿ óðàâíåíèÿ

(4) â [5] ðàâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé ïîëó÷åíà òàêæå íà ñåãìåíòàõ

[cÆ; T ], à äëÿ óðàâíåíèÿ (1) � íà ñåãìåíòàõ [��1; T ] â ðàáîòå [1]. Â ïðèâåäåííîé

íèæå òåîðåìå 1 ðàâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé ëèíåéíûìè êîìáèíàöè-

ÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé ïîëó÷åíà íà êàæäîì ñåãìåíòå
�
�

2
Æ; T
�
. Î÷åâèäíî,

÷òî �1 �
Æ

2
. Äëÿ óðàâíåíèÿ èç ïðèìåðà 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî �1 >

Æ

2
.

Ïîýòîìó òåîðåìà 1 íàñòîÿùåé ðàáîòû ãàðàíòèðóåò àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèé

ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ íà áîëåå øèðîêîì ìíîæåñòâå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ òåîðåìà 2 èç [1].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ðåçîëüâåíòà R(�) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïó÷êà L(�)
óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé ñî çíà÷åíèÿìè â [Y;X] îïåðàòîð-ôóíê-
öèåé êîíå÷íîé ñòåïåíè �1 (6). Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) àïïðîêñè-

ìèðóåòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé â íîðìå ïðîñò-

ðàíñòâà Cn�1
�
[�
2
Æ; T ];X

� �
T > �

2
Æ
�
. Åñëè Æ = 0, òî ñèñòåìà CÏÂ ïó÷êà L(�)

n-êðàòíî ïîëíà â ïîäïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé X0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ðåøåíèå u(t) óðàâíåíèÿ (1) îá-

ëàäàåò ïîâûøåííîé ñòåïåíüþ ãëàäêîñòè (u(t) 2 C2n�2([0;1);X); Aju(t) 2
C2n�2([0;1); Y ); j = 1; : : : ; n), è ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë g0 2�
Cn�1 ([0; T1];X)

�
�

(T1 > 0) àííóëèðóåòñÿ íà âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèÿõ

ýòîãî óðàâíåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå, ïðåäëîæåí-

íîé â [1] äëÿ òåîðåìû 2. Ôîðìàëüíî îíî ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé âåëè÷èíû ��1
âåëè÷èíîé �

2
Æ. Íåîáõîäèìî ëèøü îáîñíîâàòü, ÷òî ïðè êàæäîì t � 0 ôóíêöèÿ

g(�; t) =< g0;

nX
j=1

R(�)Aj

j�1X
k=0

�ku(j�1�k)(t+ �) > (8)

ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ñòåïåíè �g(t) = lim
r!1

1

r
ln+max

j�j=r

jg(�; t)j � �

2
Æ. Äåéñò-

âèòåëüíî, ïðè âñåõ t � 0 èìååì

tZ
0

y(s)e��sds = �e��tg(�; t) + g(�; 0); y(s) =< g0; u(s+ �) > : (9)
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Òîãäà â óãëàõ �
�

2
+ � � arg � �

�

2
� �

�
0 < � � �

2

�
ôóíêöèÿ g(�; t) ! 0;

j�j ! 1. Ïîýòîìó lim
r!1

1

2�r

�

2
��Z

�
�

2
+�

ln+ jg(rei'; t)jd' = 0; t � 0; 0 < � �
�

2
.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà �g(t) � lim
r!1

1

2r

2�Z
0

ln+ jg(rei'; t)jd' ([10, Ïðèëî-

æåíèå]) èìååì

�g(t) � lim
r!1

1

2r

3�

2Z
�

2

ln+ jg(rei'; t)jd' �
�

2
Æ; t � 0:

Èç ýòîé îöåíêè è ïðèíöèïà Ôðàãìåíà�Ëèíäåëåôà ñëåäóåò, ÷òî g(�; t) = 0 ïðè
âñåõ 0 < � < �

2
; t > �

2
Æ sec �. Êàê è â [1], ïîëó÷àåì y(t) � 0

�
t � �

2
Æ
�
. Îòñþäà

âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé îòëè÷èå äîêàçàííîé òåîðåìû îò ñî-

îòâåòñòâóþùåé òåîðåìû èç [1].

Ï ð è ì å ð 1. Â ïðîñòðàíñòâå X = Y = C[0; 2] ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ

çàäà÷ó
@u

@t
=

@u

@x
; 0 � x � 2; t > 0; (10)

u(x; 0) = u0(x); u(0; t) + u(1; t) = 0: (11)

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé çàäà÷è â àáñòðàêòíîì âèäå (1),(2) ââåäåì â ïðîñò-

ðàíñòâå X îïåðàòîð A0 = � d

dx
, D(A0) =

�
y 2 C1[0; 2] : y(0) + y(1) = 0

	
è ïî-

ëîæèì A1 = I. Ñïåêòð ïó÷êà L(�) = �I + A0 ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

�k = �i(2k + 1), k = 0;�1;�2; : : : . Ðåçîëüâåíòà R(�) = (A0 + �I)�1 èìååò âèä

R(�)f(x) =

0
@ xZ

0

e�(x�s)f(s)ds�
e�

e� + 1

1Z
0

e�(x�s)f(s)ds

1
A ;

� 2 %; f(x) 2 C[0; 2];

è, îöåíèâàÿ åå íîðìó, íàõîäèì ïî ôîðìóëàì (6),(7), ÷òî �1 =
1

�
; Æ = 0 . Ñîãëàñ-

íî òåîðåìå 1 íà êàæäîì ñåãìåíòå [0; T ] ðåøåíèå çàäà÷è (10), (11) ðàâíîìåðíî

àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé. (Çàìå-

òèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà èç [1] ãàðàíòèðóåò àïïðîêñèìàöèþ òîëüêî

íà îòðåçêàõ [1; T ].)
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Â òåîðåìå 1 ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî �1 < 1. Â òåîðåìå 2 ìû îòêàçûâàåìñÿ

îò ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ è òðåáóåì êîíå÷íîñòü õàðàêòåðèñòèêè �p ïðè íåêî-

òîðîì p > 1. Ïðè ýòîì àïïðîêñèìàöèÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûìè

êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ñëåäóþùåì äî-

ïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè íà ðåçîëüâåíòó R(�): ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð
ëó÷åé

`(�j) = f�(r) = z0 + rei�j ; r � 0g; j = 1; : : : ; N; (12)

òàêîé, ÷òî

!j = lim
r!1

ln+jjR(z0 + rei�j )jj
r

<1; j = 1; : : : ; N; (13)

ïðè÷åì ýòè ëó÷è ðàçáèâàþò âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íà óãëû ðàñòâîðà

< �

p
. Ïðè p > 1 íåêîòîðûå ëó÷è ñèñòåìû (12) àñèìïòîòè÷åñêè ëåæàò â ïîëó-

ïëîñêîñòè Re� < Rez0, êîëè÷åñòâî òàêèõ ëó÷åé îáîçíà÷èì ÷åðåç m. Íå íàðó-

øàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ëó÷è f`(�j)gmj=1.
Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû, êîãäà ïåðå÷èñëåííûå îãðàíè÷åíèÿ âûïîëíåíû,

íî �1 =1.

Ï ð è ì å ð 2. Â ïðîñòðàíñòâå X = Y = L2[0; 1] ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ

ñìåøàííóþ çàäà÷ó:

@4u(x; t)

@t4
+ i

@3u(x; t)

@x@t2
�
@2u(x; t)

@x2
= 0; t > 0; x 2 [0; 1]; (14)

@ju(x; 0))

@tj
= uj(x); j = 0; 1; 2; 3; u(0; t) = u(1; t) = 0: (15)

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé çàäà÷è â àáñòðàêòíîì âèäå (1), (2) ââåäåì â ïðîñò-

ðàíñòâå L2[0; 1] ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû: A2u(x) = iu0(x),
D(A2) = W 1

2
[0; 1]; A0u(x) = �u00(x), D(A0) = fu(x) 2 W 2

2
[0; 1] : u(0) = u(1) =

0g. Çäåñü ÷åðåç W p

2
[0; 1] îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà [11]. Ïîëîæèì

A4 = I, A1 = A3 = 0. Ñïåêòð ïó÷êà L(�) = �4I + �2A2 + A0 ñîñòîèò èç

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

��
k
=

s
�k
p
3
(�1� i); k = 1; 2; : : : ; ��

l
=

s
�l
p
3
(�1� i); l = 1; 2; : : : :

Ðåçîëüâåíòà R(�) = L�1(�) äëÿ âñåõ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê � èìååò âèä

R(�)f(x) =

1Z
0

G(x; �; �)f(�)d�; f 2 L2[0; 1];
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ãäå

G(x; �; �) =

8>>>>>><
>>>>>>:

2e(i�
2
x�i�

2
�)=2

p
3�2 sh(

p
3�2=2)

sh

 
�2
p
3� �2�

p
3

2

!
sh

p
3

2
�2x; x � �;

2e(i�
2x�i�2�)=2

p
3�2 sh(

p
3�2=2)

sh

 
�2
p
3� �2x

p
3

2

!
sh

p
3

2
�2�; x > �:

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîâåðÿåì, ÷òî ðåçîëüâåíòà ÿâëÿåòñÿ ìåðî-

ìîðôíîé îïåðàòîð-ôóíêöèåé ïîðÿäêà 2 è êîíå÷íîãî òèïà. Ïîýòîìó �1 = 1,

�2 <1. Ëó÷è f�(r) = r exp(i') : r � 0g,
�
' = �k

2
� �

12
; k = 0; 1; 2; 3

�
ðàçáèâà-

þò êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íà óãëû ðàñòâîðà � �

3
. Íà ýòèõ ëó÷àõ ðåçîëüâåíòà

R(�) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà (ñì. íèæå ï. 5) è ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû !j
èç (13) ðàâíû íóëþ. Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 2, àïïðîêñèìàöèÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è (14), (15) ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé

îñóùåñòâëÿåòñÿ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C3 ([0; T ]; L2[0; 1]) (T > 0).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ðåçîëüâåíòà R(�) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïó÷êà L(�),
îòâå÷àþùåãî óðàâíåíèþ (1), ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé îïåðàòîð-ôóíêöèåé ñî

çíà÷åíèÿìè â [Y;X] è ïðè íåêîòîðîì p > 1 êîíå÷íà åå õàðàêòåðèñòèêà

ðîñòà �p (5). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ëó÷åé `(�j)
(12), íà êîòîðûõ ðåçîëüâåíòà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (13). Ïóñòü ýòè ëó-

÷è ðàçáèâàþò âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íà óãëû ðàñòâîðà < �

p
. Òîãäà

âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè

ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé â íîðìå ïðîñòðàíñòâà Cn�1([�!j sec �j; T ];X) (T >

�!j sec �j ; j = 1; : : : ;m). Åñëè !j = 0 ïðè íåêîòîðîì j 2 f1; : : : ;mg, òî
ñèñòåìà ÑÏÂ ïó÷êà L(�) n-êðàòíî ïîëíà â ïîäïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé X0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû òàêæå

âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà, ïðåäëîæåííîé â [1] äëÿ òåîðåìû 2. Èç

óñëîâèÿ �p <1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì t � 0 ôóíêöèÿ g(�; t), îïðåäåëåííàÿ
ñîîòíîøåíèåì (9), ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïîðÿäêà íå âûøå p è òèïà �g(t) � p��p
ïðè ïîðÿäêå p ([10, Ïðèëîæåíèå]). Èñïîëüçóÿ (13), ïîëó÷àåì îöåíêó ðîñòà

ôóíêöèè g(�; t) íà ëó÷àõ `(�j): lim
r!1

ln+ jg(z0 + rei�j ; t)j
r

� !j, j = 1; : : : ; N ,

t � 0. Â óãëàõ ðàñòâîðà < �

p
, íà êîòîðûå ðàçáèâàþò ëó÷è `(�j) êîìïëåêñ-

íóþ ïëîñêîñòü, ïðèìåíèì ê ôóíêöèè g(�; t) ïðèíöèï Ôðàãìåíà�Ëèíäåëåôà.

Ïîëó÷èì, ÷òî ñòåïåíè öåëûõ ôóíêöèé g(�; t) (t � 0) îãðàíè÷åíû íåêîòî-

ðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé h. Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (9) ñëåäóåò,

÷òî ïðè âñåõ t � 0 ôóíêöèÿ g(�; t) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè � ! 1 âäîëü

êàæäîãî èç ëó÷åé `(') = f� = z0 + rei' : r � 0g; j'j < �

2
. Ïðè ôèêñèðî-

âàííîì j 2 f1; : : : ;mg âûáåðåì ÷èñëà � 2
�
0; �

2

�
è � 2

�
3�

2
; 2�
�
òàê, ÷òîáû
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âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà �j � � < �, � � �j < �. Â óãëàõ, íà êîòîðûå ðàçáè-

âàþò âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ëó÷è `(�j); `(�); `(�), ïðèìåíèì ê ôóíêöèè

g(�; t)(t > �!j sec �j) ïðèíöèï Ôðàãìåíà�Ëèíäåëåôà. Ïîëó÷èì, ÷òî ïðè êàæ-
äîì t > �!j sec �j ôóíêöèÿ g(�; t) îãðàíè÷åíà â ýòèõ óãëàõ, à ñëåäîâàòåëüíî,
è âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Êàê è â [1], ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (9)

ïîëó÷àåì y(t) = 0; t � �!j sec �j, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ç à ì å ÷ à í è å. Èç òåîðåìû 6.2 ðàáîòû [4] ñëåäóåò, ÷òî ïðè p > 1 êîíå÷-
íîñòü âåëè÷èíû �p, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñè-

ìàöèþ ðåøåíèÿ u(t) óðàâíåíèÿ (1) ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ

ðåøåíèé íè ïðè îäíîì t.

3. Ïðèçíàêè àïïðîêñèìàöèè íîðìàëüíûõ ðåøåíèé

ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé

Ðåøåíèå u(t) óðàâíåíèÿ (1) íàçîâåì íîðìàëüíûì ðåøåíèåì, åñëè ôóíêöèè

u(t), Aju(t), j = 1; : : : ; n, èìåþò êîíå÷íûé ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï. Íàèáîëü-

øèé èç ýêñïîíåíöèàëüíûõ òèïîâ ïåðå÷èñëåííûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç hu
è íàçîâåì ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ u(t).
Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñ ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà hu < �

îáîçíà÷èì ÷åðåç U�. ×åðåç �� îáîçíà÷èì çàìûêàíèå â Xn ìíîæåñòâà âñåõ

âåêòîðîâ fujgn�1j=0
, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à (1),(2) èìååò ðåøåíèå u(t) 2 U�. Ìû

áóäåì èññëåäîâàòü àïïðîêñèìàöèþ íîðìàëüíûõ ðåøåíèé êëàññà U� ëèíåéíû-

ìè êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé, òàêæå ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó U�.

Ïîíÿòèå n-êðàòíîé ïîëíîòû â ïðîñòðàíñòâå �� ñèñòåìû ÑÏÂ ïó÷êà L(�),
îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì èç ïîëóïëîñêîñòè Re� < �, ââîäèòñÿ

àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ n-êðàòíîé ïîëíîòû ñèñòåìû ÑÏÂ â ïîäïðîñòðàíñòâå X0.

Ðàññìîòðåíèå ðåøåíèé êëàññà U� ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìåòîä êëàññè÷åñêîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ïîëíîòû [6]. Ïðè ýòîì

äîñòàòî÷íî íàëîæèòü îãðàíè÷åíèÿ íà ðåçîëüâåíòó R(�) = L�1(�) òîëüêî â ïî-
ëóïëîñêîñòè Re� � �. Ìû äàæå íå ïðåäïîëàãàåì ìåðîìîðôíîñòè ðåçîëüâåí-

òû R(�) â ïîëóïëîñêîñòè Re� > �.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ðåçîëüâåíòà R(�) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïó÷êà L(�)
ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé â ïîëóïëîñêîñòè Re� � � îïåðàòîð-ôóíêöèåé ñ êî-

íå÷íîé õàðàêòåðèñòèêîé ðîñòà

Æ1 = lim
r!1

1

�r

3�

2Z
�

2

ln+ jjR(�+ rei')jjd':

Òîãäà âñÿêîå ðåøåíèå u(t) 2 U� àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöè-

ÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé èç U� â íîðìå ïðîñòðàíñòâà Cn�1([�
2
Æ1; T ];X)
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�
T > �

2
Æ1
�
. Åñëè Æ1 = 0, òî ñèñòåìà ÑÏÂ ïó÷êà L(�), îòâå÷àþùàÿ ñîáñò-

âåííûì çíà÷åíèÿì èç ïîëóïëîñêîñòè Re� < �, n-êðàòíî ïîëíà â ïîäïðîñò-

ðàíñòâå ��.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ðåøåíèé u(t) 2
U� ïîâûøåííîé ãëàäêîñòè (u(n�1)(t) 2 U�, u(t) 2 C2n�2([0;1);X), Aju(t) 2
C2n�2([0;1); Y ), j = 1; : : : ; n), ïîñêîëüêó òàêèå ðåøåíèÿ àïïðîêñèìèðóþò

ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå êëàññà U� â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C
n�1([0; T ]; X). Ïóñòü

g0 2
�
Cn�1 ([0; T1]; X)

�
�

, (T1 > 0) � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë,

êîòîðûé àííóëèðóåòñÿ íà âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèÿõ êëàññà U�. Êàê è ïðè

äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1, 2, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (9). Òåïåðü ôóíêöèÿ g(�; t)
ïðè ëþáîì t � 0 ãîëîìîðôíà â ïîëóïëîñêîñòè Re� < �. Òàê êàê v(t) =
u(n�1)(t) 2 U�, òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ y(t) îáëàäàåò â ïîëóïëîñêîñòè Re� >

hv ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà. Ïåðåõîäÿ â (9) ê ïðåäåëó ïðè t!1, ïîëó÷àåì

ñîîòíîøåíèå

1Z
0

y(s)e��sds = g(�; 0); � > Re� > hv; � 2 %:

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (9)

e�t
1Z
t

y(s)e��sds = g(�; t); t � 0; � > Re� > hv ; � 2 %: (16)

Òàê êàê ïðè êàæäîì t � 0 ôóíêöèÿ e�t
1Z
t

y(s)e��sds ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé

â ïîëóïëîñêîñòè Re� > hv, òî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (16) ôóíêöèÿ g(�; t)
äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â ýòó ïîëóïëîñêîñòü. Òàêèì îáðàçîì,

ôóíêöèÿ g(�; t) (t � 0) ÿâëÿåòñÿ öåëîé, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ (16)

ïðè Re� � �. Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî g(�; t) � îãðàíè÷åííàÿ

ôóíêöèÿ â ïîëóïëîñêîñòè Re� � �. Òîãäà

lim
r!1

1

2�r

�

2Z
�
�

2

ln+jg(� + rei'; t)jd' = 0; t � 0: (17)

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 èç ([10, Ïðèëîæåíèå]) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ëþáîì

t � 0 ôóíêöèÿ g(�; t) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ñòåïåíè �g(t) � �

2
Æ1. Ñ ó÷å-

òîì ñîîòíîøåíèÿ (9) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ � 2
�
0; �

2

�
, t > �

2
Æ1 sec � â óãëå

f� = �+rei' : r � 0; j'��j � �g ôóíêöèÿ g(�; t) = e�tg(�; 0)�e�t
tR
0

y(s)e��sds
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ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè � ! 1 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî arg(� � �). Òàê êàê

ïîðÿäîê ôóíêöèè g(�; t)
�
t > �

2
Æ1 sec �

�
íå ïðåâîñõîäèò 1, òî ñîãëàñíî ïðèí-

öèïó Ôðàãìåíà�Ëèíäåëåôà ôóíêöèÿ g(�; t)
�
t > �

2
Æ1 sec �

�
îãðàíè÷åíà â óãëàõ

f� = � + rei' : r � 0; � � �' � � � �g. Ïîýòîìó ïðè êàæäîì t > �

2
Æ1 sec �

ôóíêöèÿ g(�; t) îãðàíè÷åíà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,

g(�; t) = 0 ïðè âñåõ t > �

2
Æ1 sec �. Îòñþäà ñ ó÷åòîì (9) èìååì y(t) = 0, t � �

2
Æ1.

Ó÷èòûâàÿ âûáîð ôóíêöèîíàëà g0, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåøåíèå u(t) 2 U� àï-

ïðîêñèìèðóåòñÿ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà Cn�1([�
2
Æ1; T ];X) ëèíåéíûìè êîìáè-

íàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé. Ïðè Æ1 = 0 àïïðîêñèìàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ

â íîðìå Cn�1([0; T ];X), è ïîýòîìó ñèñòåìà ÑÏÂ ïó÷êà L(�), îòâå÷àþùèõ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì èç ïîëóïëîñêîñòè Re� < �, ÿâëÿåòñÿ n-êðàòíî ïîë-

íîé â ïîäïðîñòðàíñòâå ��. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïî àíàëîãèè ñ ï. 2 ìû îòêàæåìñÿ îò óñëîâèÿ Æ1 < 1 è ïîòðåáóåì êîíå÷-

íîñòü âåëè÷èíû

Æp = lim
r!1

1

�rp

3�

2Z
�

2

ln+ jjR(� + rei')jjd' (18)

ïðè íåêîòîðîì p > 1. Ïðè ýòîì àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé u(t) 2 U� ëèíåéíûìè

êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âûïîëíåíî îãðàíè÷å-

íèå (13) íà íåêîòîðîé ñèñòåìå ëó÷åé `(�j) (12), ðàçáèâàþùèõ ïîëóïëîñêîñòü

Re� � � íà óãëû ðàñòâîðà < �

p
. Èìåííî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4. Ïóñòü â ïîëóïëîñêîñòè Re� � � ðåçîëüâåíòà R(�) õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ïó÷êà L(�) óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé îïåðàòîð-

ôóíêöèåé è äëÿ íåêîòîðîãî p > 1 êîíå÷íà âåëè÷èíà Æp (18). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà z0 ñ Rez0 = � ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ëó÷åé

`(�j)
�
�

2
< �j <

3�

2
; j = 1; : : : ; N

�
(12), íà êîòîðûõ ðåçîëüâåíòà óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ (13). Ïóñòü ëó÷è `(�j) ðàçáèâàþò ïîëóïëîñêîñòü Re� � � íà

óãëû ðàñòâîðà < �

p
. Òîãäà âñÿêîå ðåøåíèå u(t) 2 U� àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëè-

íåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé èç U� â íîðìå ïðîñòðàíñò-

âà Cn�1([�!j sec �j ; T ];X) (T > �!j sec �j, j = 1; : : : ; N). Åñëè !j = 0 ïðè

íåêîòîðîì j 2 f1; : : : ; Ng, òî ñèñòåìà ÑÏÂ ïó÷êà L(�), îòâå÷àþùàÿ ñîáñò-

âåííûì çíà÷åíèÿì � èç ïîëóïëîñêîñòè Re� < �, ÿâëÿåòñÿ n-êðàòíî ïîëíîé

â ïîäïðîñòðàíñòâå ��.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 3,

ïîýòîìó óêàæåì, êàêèå èçìåíåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè â ïðîâåäåííûõ òàì

ðàññóæäåíèÿõ. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

(9),(16),(17). Ïðè êàæäîì t � 0 ôóíêöèÿ g(�; t) ÿâëÿåòñÿ öåëîé, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé â ïîëóïëîñêîñòè Re� � � ñîîòíîøåíèþ (16). Ïîýòîìó ïðè ëþáîì t � 0
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ôóíêöèÿ g(�; t) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè. Èç óñëîâèÿ

p > 1 è ñîîòíîøåíèÿ (17) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

lim
r!1

1

2�rp

�

2Z
�
�

2

ln+jg(� + rei'; t)jd' = 0; t � 0:

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 èç ([10, Ïðèëîæåíèå]) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ëþáîì t � 0
ôóíêöèÿ g(�; t) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà íå âûøå p è òèïà �g(t) �
1

2
p�Æp ïðè ïîðÿäêå p. Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ (13) íà ëó÷àõ `(�j) è ïðèí-

öèïà Ôðàãìåíà�Ëèíäåëåôà ïîëó÷àåì, ÷òî ñòåïåíè öåëûõ ôóíêöèé g(�; t),
t � 0, îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé h. Çàôèêñèðóåì j 2
f1; : : : ; Ng. Èç ñîîòíîøåíèÿ (9) ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì t > �!j sec �j ñïðà-
âåäëèâî g(�; t) ! 0, j�j ! 1, � 2 `(�j). Ïðèìåíèì â óãëàõ

�
� = z0 + rei' :

r � 0;
�

2
� ' � �j

o
,

�
� = z0 + rei' : r � 0; �j � ' �

3�

2

�
ïðèíöèï Ôðàãìå-

íà�Ëèíäåëåôà ê ôóíêöèè g(�; t), t > �!j sec �j. Ïîëó÷èì, ÷òî ïðè êàæäîì

t > �!j sec �j ôóíêöèÿ g(�; t) îãðàíè÷åíà â ïîëóïëîñêîñòè Re� � �. Ïîýòîìó

g(�; t) = 0, t > �!j sec �j è, ñëåäîâàòåëüíî, y(t) = 0, t � �!j sec �j. Òàêèì
îáðàçîì, èìååò ìåñòî àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé u(t) 2 U� â íîðìå ïðîñòðàíñò-

âà Cn�1([�!j sec �j ; T ];X) ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé

èç U�. Åñëè !j = 0, òî ñèñòåìà ÑÏÂ ïó÷êà L(�), îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííûì

÷èñëàì èç ïîëóïëîñêîñòè Re� < �, n-êðàòíî ïîëíà â ïîäïðîñòðàíñòâå ��.

Ïðèçíàêè àïïðîêñèìàöèè íîðìàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðè äîïîë-

íèòåëüíîì òðåáîâàíèè êâàçèýëëèïòè÷íîñòè ïó÷êà L(�) ïîëó÷åíû â [6]. Ýòî

òðåáîâàíèå îáåñïå÷èâàåò îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà An. Êðîìå òîãî, â [6] ïðåä-

ïîëàãàëîñü, ÷òî ðåçîëüâåíòà R(�) ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé îïåðàòîð-ôóíêöèåé
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà < p. Ïðè òàêîì îãðàíè÷åíèè �p <1 è òåì áîëåå Æp <1.

Îäíàêî ñóùåñòâóþò ïðèìåðû îïåðàòîðîâ, ðåçîëüâåíòà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìå-

ðîìîðôíîé îïåðàòîð-ôóíêöèåé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, íî ñ êîíå÷íûìè õàðàê-

òåðèñòèêàìè �p è Æp. Â êà÷åñòâå òàêîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñò-

âå l2 ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð A, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé Ax = fajxjg1j=1,
x = fxjg1j=1, aj = ln(j+1). Îïåðàòîð A � ñàìîñîïðÿæåííûé è ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííûé, åãî ñïåêòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fajg1j=1,
à ðåçîëüâåíòà ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé îïåðàòîð-ôóíêöèåé íóëåâîé ñòåïåíè.

Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì p ðÿä
1P
j=1

a�p
j

=
1P
j=1

ln�p(j + 1) ðàñõîäèòñÿ, òî ïîðÿäîê

ðåçîëüâåíòû áåñêîíå÷åí ([10, ñ. 68]).

Íà ñàìîì äåëå òåîðåìû 1�4 íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿþòñÿ òàêæå íîâûìè è

äëÿ íåâûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà.
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4. Ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ

âåêòîðîâ êðàåâûõ çàäà÷

Â ïðîñòðàíñòâå X = L2([0; b];C
N ) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà-

÷ó [12]:

P0(x)y
00 + P1(x)y

0 + P2(x)y = �W (x)y; 0 � x � b; (19)

B0y(0) +B1y
0(0) +B2y(b) +B3y

0(b) = 0;

C0y(0) + C1y
0(0) + C2y(b) + C3y

0(b) = 0;
(20)

ãäå íåïðåðûâíûå íà [0; b] îïåðàòîð-ôóíêöèè W (x), Pk(x) (k = 0; 1; 2), P�1
0

(x)
è ïîñòîÿííûå îïåðàòîðû Bj, Cj , j = 0; 1; 2; 3, äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå

C
N , à � � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñ-

êèé îïðåäåëèòåëü �(�) çàäà÷è (19),(20) (ñì. [12]) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

�(�) 6� 0: (21)

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå X îïåðàòîð A1 óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöóW (x) (D(A1) =
X) è äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A0y = P0(x)y

00 + P1(x)y
0 + P2(x)y, îá-

ëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A0) êîòîðîãî ñîñòîèò èç ôóíêöèé y(x) 2W 2

2
([0; b];CN ),

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (20). Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (19),(20) ýêâèâàëåíò-

íà çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïó÷êà L(�) = �A1 � A0, ïðè÷åì

îïåðàòîð A1 ìîæåò áûòü âûðîæäåííûì. Â ñèëó óñëîâèÿ (21) ñïåêòð ïó÷êà

L(�) äèñêðåòåí, è ðåçîëüâåíòà R(�) = (�A1 � A0)
�1 ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé

îïåðàòîð-ôóíêöèåé ñî çíà÷åíèÿìè â [X;X] ([12, c. 27, 111]). Êàê è â ([1, ï. 3])
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ðåçîëüâåíòû R(�) âåëè÷èíà �1 (6) ðàâíà íóëþ. Â ñèëó

òåîðåìû 1 ñèñòåìà ÑÏÂ ïó÷êà L(�) ïîëíà â ïîäïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé çàäà÷è
A1u

0(t)�A0u(t) = 0, u(0) = u0.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (21) âñåãäà âûïîëíåíî äëÿ êðàåâîé çàäà÷è [13, 14]

ñ ñàìîñîïðÿæåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ky � �(P (x)y0)0 +Q(x)y = �W (x)y; 0 � x � b; (22)

cosA y_ � sinA y^ = 0; (23)

ãäå A � îïåðàòîð â C2N , y_ = (P (0)y0(0);�P (b)y0(b))tr , y^ = (y(0); y(b))tr ,
P (x), P 0(x), P�1(x), Q(x),W (x) � îïåðàòîðû â CN , íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò

x 2 [0; b], åñëè, êðîìå òîãî, ëèáîW (x) > 0 ïðè âñåõ x 2 [0; b], ëèáî 0 � A � �

2
I,

P (x) > 0, Q(x) > 0 (x 2 [0; b]). Äåéñòâèòåëüíî, â ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ëþáîé

íåòðèâèàëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè y(x) 2 W 2

2
([0; b];CN ), ïîä÷èíåííîé êðàåâûì

óñëîâèÿì, îáà èíòåãðàëà

bZ
0

(Ky; y)dx,

bZ
0

(W (x)y; y)dx âåùåñòâåííû è íå ìîãóò

îäíîâðåìåííî îáðàòèòüñÿ â íóëü. Ïîýòîìó çàäà÷à (22),(23) íå ìîæåò èìåòü

íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ò.å �(�) 6= 0 ïðè Im� 6= 0, à ïîòîìó è

�(�) 6� 0.
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5. Ïðèëîæåíèÿ àáñòðàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ

ê óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ïóñòü 
 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà RN ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé

ãðàíèöåé �. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó:

X
j�j�mn

(�1)j�j
@j�j

@x�1
1
: : : @x�N

N

 
an;�(x)

@j�j+nu(x; t)

@x�1
1
: : : @x�N

N
@tn

!

+

qX
j=1

X
j�j�mj

aj;�(x)
@j�j+ju(x; t)

@x�1
1
: : : @x�N

N
@tj

+
X

j�j�m0

(�1)j�j
@j�j

@x�1
1
: : : @x�N

N

 
a0;�(x)

@j�ju(x; t)

@x�1
1
: : : @x�N

N

!
= 0; t > 0; x 2 
;

(24)

u(x; t)j
x2�

=
@u(x; t)

@�
j
x2�

= : : : =
@m0�1u(x; t)

@�m0�1
j
x2�

= 0; t > 0; (25)

@ju(x; t)

@tj
j
t=0

= uj(x); x 2 
; j = 0; : : : ; n� 1: (26)

Çäåñü � = (�1; : : : ; �N ) � ìóëüòèèíäåêñ,

 
j�j =

NP
j=1

�j

!
,
@

@�
� ïðîèçâîäíàÿ

ïî âíåøíåé íîðìàëè ê �, êîýôôèöèåíòû aj;�(x) 2 C1(
), j = 0; : : : ; q; n,
j�j � mj è q � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 2q � n, m0 �mn >
2N

3
, m0 � mj, 2m0 � mj >

4Nj

3n
; j = 1; : : : ; q. Ñ÷èòàÿ aj;�(x) � 0, mj <

j�j � m0, j = 1; : : : ; q, áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

îãðàíè÷åíèÿ: an;�(x) � 0 (x 2 
; j�j � mn), an;0(x) �
qX

j=1

X
j�j�mj

jaj;�(x)j (x 2


), Rea0;�(x) �
1

2

qX
j=1

jaj;�(x)j � 0 (x 2 
; j�j � m0), ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ

c > 0 òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè Rea0;�(x) � 1

2

qP
j=1

jaj;�(x)j � c ïðè âñåõ

x 2 
; j�j = m0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W l
2
= W l

2
(
) ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà [11].

Ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé

l0[u] =
X

j�j�m0

(�1)j�j
@j�j

@x�1
1
: : : @x�N

N

 
a0;�(x)

@j�ju(x)

@x�1
1
: : : @x�N

N

!
;
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ln[u] =
X

j�j�mn

(�1)j�j
@j�j

@x�1
1
: : : @x�N

N

 
an;�(x)

@j�ju(x)

@x�1
1
: : : @x�N

N

!
;

lj [u] =
X

j�j�mj

aj;�(x)
@j�ju(x)

@x�1
1
: : : @x�N

N

; j = 1; : : : ; q

â ïðîñòðàíñòâå X = Y = L2(
) = L2 ââåäåì îïåðàòîðû Aju(x) = lj[u] ñ îá-
ëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ

D(A0) =

�
u(x) 2W 2m0

2
(
) : u(x)jx2� =

@u(x)

@�
jx2� = � � � =

@m0�1u(x)

@�m0�1
jx2� = 0

�
;

D(Aj) = fu(x) 2 L2; lj [u] 2 L2g; j = 1; : : : ; q; n;

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì Aj = 0 ïðè q < j < n. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå L2

çàäà÷à (24)�(26) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (1), (2), ãäå îïåðàòîð An ìîæåò áûòü

âûðîæäåííûì. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôè-

öèåíòû îïåðàòîðà A0, ïîëó÷èì ïðè íåêîòîðîì c0 > 0 îöåíêó Re(A0u; u) �
c0jjujj2; u 2 D(A0). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò A�1

0
2 [L2;W

2m0

2
] (ñì., íàïð., ([11,

c. 167])). Ïîíÿòíî, ÷òî AjA
�1

0
2 [L2;W

2m0�mj

2
], j = 1; : : : ; q, è AnA

�1

0
2

[L2;W
2m0�2mn

2
]. Èç ðåçóëüòàòîâ [15] ñëåäóåò, ÷òî AjA

�1

0
2 �qj , qj >

N

2m0 �mj

;

j = 1; : : : ; q, è AnA
�1

0
2 �qn , qn >

N

2m0 � 2mn

? . Òîãäà èç òåîðåìû 2 [17]

âûòåêàåò, ÷òî ðåçîëüâåíòà R(�) = L�1(�) ïðåäñòàâèìà â âèäå îòíîøåíèÿ
F (�)

f(�)
, ãäå F (�), f(�) � öåëûå ôóíêöèè ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå

p = maxfnqn; max
j=1;:::;q

fjqjgg (çíàìåíàòåëü ýòîãî îòíîøåíèÿ � ñêàëÿðíàÿ ôóíê-

öèÿ). Èç îãðàíè÷åíèé íà ïîðÿäêè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñëåäóåò,

÷òî p < 3n

4
. Èìååì

1

2�rp

2�Z
0

ln+ jjR(rei')jjd'

�
1

2�rp

2�Z
0

ln+ jjF (rei')jjd' +
1

2�rp

2�Z
0

ln+ jf�1(rei')jd':

Òàê êàê îïåðàòîð-ôóíêöèÿ F (�) è ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ èìåþò ìèíèìàëüíûé

òèï ïðè ïîðÿäêå p, òî êàæäûé èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñò-

âà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè r ! 1 ([10, ñ. 67]). Ïîýòîìó ïðè p < 3n

4
êîíå÷íà

õàðàêòåðèñòèêà �p (5) ðîñòà ðåçîëüâåíòû R(�).

? Îïðåäåëåíèå êëàññîâ �p âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ ñì. â [16].
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Ïðè âñåõ � = rei', j = 1; : : : ; q è u 2 D(A0) èìååì

j�j(Aju; u)j � rj
X

j�j�mj

Z



�����aj;�(x) @j�ju(x)

@x�1
1
: : : @x�N

N

u(x)

����� dx

� rj
X

j�j�mj

�����
�����
q
j�j;�(x)j

@j�ju(x)

@x�1
1
: : : @x�N

N

�����
����� � jj

q
j�j;�(x)ju(x)jj

�
X

j�j�mj

"
1

2

 
jaj;�(x)j

@j�ju(x)

@x�1
1
: : : @x�N

N

;
@j�ju(x)

@x�1
1
: : : @x�N

N

!
+
r2j

2
(jaj;�(x)ju(x); u(x))

#
:

(27)

Ðàññìîòðèì ëó÷è l�
k
= f� = r exp(i'), ' = 2�k

n
� �

3n
, r � 0g, k = 0; : : : ; n � 1.

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (27) è íàëîæåííûõ îãðàíè÷åíèé íà êîýôôèöèåíòû

îïåðàòîðîâ Aj ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî

Re(L(�)u; u) � c
X

j�j=m0

�����
����� @j�ju(x)

@x�1
1
: : : @x�N

N

�����
�����
2

;

u 2 D(A0); � 2 l�
k
; j�j � 1; k = 0; : : : ; n� 1:

Òàêèì îáðàçîì, ðåçîëüâåíòà R(�) îãðàíè÷åíà ïðè � ! 1 íà ëó÷àõ l�
k
, êî-

òîðûå ðàçáèâàþò âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íà óãëû ðàñòâîðà �
4�

3n
<

�

p
.

Ñëåäîâàòåëüíî, è óñëîâèå (13) òåîðåìû 2 âûïîëíåíî ñ ïîñòîÿííûìè !j = 0.
Òîãäà ïî òåîðåìå 2 íà êàæäîì ñåãìåíòå [0; T ] âñÿêîå ðåøåíèå çàäà÷è (24)�(26)
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé â íîðìå

ïðîñòðàíñòâà Cn�1([0; T ];X). Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòî-
ðîâ ïó÷êà L(�) n-êðàòíî ïîëíà â ïîäïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è.

Çàäà÷à (14), (15) èç ïðèìåðà 2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (24)�(26),

ïîýòîìó äëÿ ýòîé çàäà÷è àïïðîêñèìàöèÿ åå ðåøåíèÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöè-

ÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C3([0; T ],
L2[0; 1]) (T > 0).
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À.Ë. Ïèâåíü

Condition of completeness of elementary solutions

for degenerate higher order operator di�erential equations

A.L. Piven

In a Banach space, the higher order abstract di�erential equation
nP

j=0

Aju
(j)(t) = 0 is investigated. The operator An in the higher derivative

may be degenerate. Conditions of approximation of solutions by linear com-

binations of elementary solutions have been obtained. Abstract results are

applied to partial di�erential equations.

102 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, àíàëèç, ãåîìåòðèÿ, 2005, ò. 12, � 1


