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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ áàçèñíûõ ñâîéñòâ ñèñòåì ýêñïîíåíò ñ

âûðîæäàþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè, ÷àñòíûå âèäû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ

îáúåäèíåíèåì ïîäìíîæåñòâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äâóõ ðàçðûâíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Óñòàíîâëåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëî-

âèå ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè, äîêàçàíà áàçèñíîñòü (áàçèñíîñòü Ðèññà

â L2) ýòèõ ñèñòåì â Lp ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû.

Ïðàöþ ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ áàçèñíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåì åêñïî-

íåíò ç âèðîäíèìè êîåôiöi¹íòàìè, îêðåìi ôîðìè ÿêèõ ¹ îá'¹äíàííÿì ïiä-

ìíîæèí âëàñíèõ ôóíêöié äâîõ ðîçðèâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíó òà äîñòàòíþ óìîâó ïîâíîòè òà ìiíiìàëüíîñòi, äî-

âåäåíî áàçèñíiñòü (áàçèñíiñòü Ðèññà â L2) öèõ ñèñòåì â Lp çà ïåâíèõ

óìîâ íà êîåôiöi¹íòè.

1. Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå áàçèñíûõ ñâîéñòâ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé ðàç-

ëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â òðåáóåìûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñò-

âàõ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýòàïîì ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè è ìåõàíèêè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîäîáíûå âîïðîñû îòíîñèòåëüíî ðàç-

ðûâíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíû, ðàññìîòðåíèå

êîíêðåòíûõ èëè ìîäåëüíûõ ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ

ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ ïîäîáíûõ çàäà÷. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîò-

ðåòü ñëåäóþùèå ðàçðûâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà:

L�u � u0(t)�

l�X
i=1

ctg
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�
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Ñëåäóÿ Â.À. Èëüèíó [1], áóäåì èñõîäèòü èç îáîáùåííîé òðàêòîâêè ñîáñò-

âåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L�, äîïóñêàþùåé ðàññìîòðåíèå ñîâåðøåííî ïðî-

èçâîëüíûõ êðàåâûõ óñëîâèé. Òî åñòü ïîä ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòî-

ðà L�, îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ �, ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ íåíóëåâàÿ,

êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ òî÷êàìè ðàçðûâîâ
�
��i
	l�
1
, ñîîòâåòñòâåííî,

êîòîðàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà G� è óäîâëåòâîðÿåò ï.â. íà (��; �) óðàâ-
íåíèþ L�u = �u:

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòå Â.À. Èëüèíà è Å.È. Ìîèñååâà [2], ò.å. áåðÿ

"ïîëîâèíû"ìíîæåñòâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðîâ L+ è L�, îòâå÷àþ-

ùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì �n = in, èìååì ñèñòåìó8<
:

l+Y
j=1

sin
�
t� �+j

�
eint;

l�Y
j=1

sin
�
t� ��j

�
e�i(n+1)t;

9=
;

n�0

:

Ýòà ñèñòåìà îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû ýêñïîíåíò
�
eint

	
+1

�1
íå

òîëüêî êîýôôèöèåíòàìè, íî è íàëè÷èåì âûðîæäåíèÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ

(��; �). Â ñâÿçè ñ ýòèì èññëåäîâàíèå áàçèñíûõ ñâîéñòâ ïîäîáíûõ ñèñòåì ïðåä-

ñòàâëÿåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùóþ ñèñòåìón
A+(t) � !+(t) � eint;A�(t) � !�(t) � e�ikt

o
n�0;k�1

(1)

ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè A�(t) � jA�(t)j � ei�
�
(t) íà [��; �] è

âûðîæäåíèÿìè !�(t) âèäà

!�(t) �
lY

i=1

�
sin

���� t� ��i
2

����
���

i

; (2)

ãäå
�
��i
	l�
1
� (��; �);

�
��i
	
� R � ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îòìåòèì, ÷òî áëèçêèå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ äàííîé òåìàòèêè, ðàíåå ðàñ-

ñìîòðåíû â ðàáîòàõ Â.Ô. Ãàïîøêèíà [3], Ê.Ñ. Êàçàðÿíà è Ï.È. Ëèçîðêèíà [4]

è Å.È. Ìîèñååâà [5, 6]. Ñëó÷àé, êîãäà îòñóòñòâóþò âûðîæäåíèÿ â (1), áàçèñ-

íîñòü â Lp ðàíåå ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ Á.Ò. Áèëàëîâà [7, 8].

2. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè A�(t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëî-

âèÿì:
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a) jA�(t)j èçìåðèìû íà (��; �), ïðè÷åì èìååò ìåñòî


jA+

j
�1; jA�j�1




1
<

+1, ãäå k�k1 � íîðìà â L1.

b) ��(t) � êóñî÷íî-ãåëüäåðåâû ôóíêöèè íà [��; �]; fsig
r
1
� (��; �) �

ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâîâ ôóíêöèè �(t) � �+(t)���(t). Îáîçíà÷èì fhig
r
1
�

ñêà÷êè ôíêöèè �(t) â òî÷êàõ si:

hi = � (si + 0)� � (si � 0) ; i = 1; r:

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ �(t)
íåïðåðûâíà ñëåâà íà (��; �) è �(��) = �(�� + 0):

Ââåäåì íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü S � fsig
r
1
; T� ��

��i
	l�
1
: Ïåðåîáîçíà÷èì: f�ig

l
1
� S [ T� [ T+. Îáðàçóåì ñîîòâåòñòâèå: ��i !

��i è sk !
hk

2�
. Îïðåäåëèì

��i = �

(
�
�

k

2
; f�ig \ T� = ��k ;

0; f�ig \ T� = ;;
(3)

�i =

�
�

hk
2�

; f�ig \ S = sk ;

0; f�ig \ S = ;;
(4)

v�i = ��+i + ��i � �i ; i = 1; l ; (5)

ãäå f�ig � îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �� < s1 < � � � < sr < �.

Öåëûå ÷èñëà ni, i = 1; r, îïðåäåëèì èç ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

�
1

q
<

hi

2�
+ ni�1 � ni �

1

p
; i = 1; r ; n0 = 0;

1

p
+

1

q
= 1:

(6)

Îáîçíà÷èì

! = � (�� + 0)� � (� � 0) + 2� � nr: (7)

3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå òåîðåìû äàííîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè A�(t) èìåþò ìåñòà óñëîâèÿ a), b); ÷èñëà

v�i , i = 1; l, îïðåäåëåíû èç (3)�(5). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

�
1

p
< ��i <

1

q
; i = 1; l�; �

1

p
< v�

k
<

1

q
; k = 1; l�;
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�
1

p
<

h0

2�
<

1

q
; h0 = � (�� + 0)� � (� � 0) ;

òî ñèñòåìà (1) îáðàçóåò áàçèñ â Lp, 1 < p < +1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ a), b) è èìååò ìåñòî �1

p
< ��i <

1

q
, i = 1; l�; nr è ! îïðåäåëåíû èç (6) è (7). Òîãäà ñèñòåìà (1) ïîëíà â Lp

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ! � 2�
p

; ìèíèìàëüíà â Lp òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ! > �
2�
q
; åñëè

�
��i
	
\ fsig

r
1
= f;g è 1 < p < +1.

Â L2 èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ a), b) è, êðîìå òîãî,

�+i = ��i = �i; �+i = ��i = �i; i = 1; l ; f�ig \ fsig
r
1
= f;g :

Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

�
1

2
< �i <

1

2
; i = 1; l ; �� < hk < �; k = 1; r + 1 ; hr+1 = !;

ñèñòåìà (1) îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â L2 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

�i = 0, i = 1; l :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à ò å î ð å ì 1, 2 ÷àñòè÷íî ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ

àâòîðà [11�12]. Ïîýòîìó ïðèâåäåì êðàòêèå ñõåìû ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ.

Ïóñòü H+

Æ , Æ > 0 � îáû÷íûé êëàññ Õàðäè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäè-

íè÷íîì êðóãå. Ââåäåì ñëåäóþùèé âåñîâîé êëàññ Õàðäè H+

p;v+
:

H+

p;v+
def
=

8<
:f 2 H+

1
:

�Z
��

��f+ �eit���p v+(t)dt < +1

9=
; ;

ãäå v+ � 0 � ï.â. èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, f+(�) � íåêàñàòåëüíûå ãðàíè÷íûå

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(z) â òî÷êå � , j� j = 1. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ êëàññ H�
p;v�

.

Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå ïîäîáíûå êëàññû ââåäåíû â ðàáîòàõ À.Ï. Ñîëäàòîâà (ñì.,

íàïð., [9]). Ïóñòü

v� �
�
!�
�p
; G(eit) �

!�(t)A�(t)

!+(t)A+(t)
:

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ñîïðÿæåíèÿ â êëàññàõ H�
p;v�

:

�
F+(�) +G(�)F�(�) = g(arg �); j� j = 1;
F�(�1) = 0:

(8)
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Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ (8) â êëàññàõ H�
p;v�

ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ ïà-

ðà ôóíêöèé fF+;F�g : F� 2 H�
p;v�

, ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ F�(�) êîòîðûõ íà

åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (8) ï.â. è F� íà áåñêîíå÷-

íîñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü. Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è (8) èìååò âèä

F (z) = F1(z) + F0(z);

ãäå F1(z) � îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé çàäà÷è

F+

1
(�) +G(�)F�

1
(�) = 0; j� j = 1; (9)

F0(z) � êàêîå-íèáóäü ÷àñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è (8). Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå

àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè âíóòðè è âíå åäèíè÷íîãî êðóãà:

X�
1
(z) = exp

8<
:� 1

4�

�Z
��

ln
!�(t)

!+(t)
�
eit + z

eit � z
dt

9=
; ;

X�
2
(z) = exp

8<
:� 1

4�

�Z
��

ln

����A�(t)A+(t)

���� � eit + z

eit � z
dt

9=
; ;

X�
3
(z) = exp

8<
:� 1

4�

�Z
��

�(t)
eit + z

eit � z
dt

9=
; :

Ïóñòü

Zi(z) �

�
X+

i (z); jzj < 1;�
X�

i (z)
��1

; jzj > 1; i = 1; 3:

Ôîðìàëüíî ôóíêöèþ Z(z) �
3Q

i=1

Zi(z) áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêîì ðåøåíè-

åì îäíîðîäíîé çàäà÷è (9).

Äàëåå, äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1, 2 îïèðàþòñÿ íà èñïîëüçîâàíèå ñëåäóþ-

ùåé ëåììû.

Ëåììà. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è (9) â êëàññàõ H�
p;v�

, 1 < p <

+1, êîòîðîå íà áåñêîíå÷íîñòè èìååò ïîðÿäîê � m, ïðåäñòàâèìî â âèäå

F1(z) = Z(z) � Pm(z), åñëè âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3, ãäå Pm � ïî-

ëèíîì ñòåïåíè � m.

Èçëîæèì ïîäðîáíåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîò-

ðèì ñèñòåìó ýêñïîíåíòn
A+(t) � eint ; A�(t) � e�ikt

o
n�0 ; k�1

: (10)
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Èç óñëîâèé òåîðåìû 3 è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Á.Ò. Áèëàëîâà [7] ñëåäóåò,

÷òî ñèñòåìà (10) îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå L2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç�
e+n (t); e

�
k (t)

	
n�0;k�1

áèîðòîãîíàëüíóþ ê (10) ñèñòåìó, ò.å.

�Z
��

A+(t)einte+m(t)dt = Ænm;

�Z
��

A+(t)einte�m(t)dt = 0;

�Z
��

A�(t)e�inte�m(t)dt = Ænm;

�Z
��

A�(t)e�inte+m(t)dt = 0;

ãäå Ænm � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [7] ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè e�n (t) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì je�n (t)j � Æ > 0 ïî÷òè âñþäó â äîñòàòî÷íî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê �i,

i = 1; l. Ïîýòîìó ñèñòåìà (1) ìèíèìàëüíà â ïðîñòðàíñòâå L2 è áèîðòîãîíàëü-

íàÿ ê íåé ñèñòåìà èìååò âèä

H+

n (t) �
e+n (t)

!(t)
; n � 0; H�

k (t) �
e�k (t)

!(t)
; k � 1:

À òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íîìåð i0 2 f1; : : : ; lg, äëÿ êîòîðî-

ãî �i0 > 0. Òîãäà íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f(t) èç

ïðîñòðàíñòâà L2; äëÿ êîòîðîé îòíîøåíèå
f(t)

!(t)
íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

L2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
�
a+n ; a

�
k

	
n�0;k�1

áèîðòîãîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû ôóíê-

öèè F (t) � f(t)

!(t)
ïî ñèñòåìå (10). Òîãäà èç áàçèñíîñòè Ðèññà ñèñòåìû (10)

â ïðîñòðàíñòâå L2 ñëåäóåò, ÷òî ðÿäX
n

���a+n ��2 + ��a�n ��2� = +1

ðàñõîäèòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, fa�n g ÿâëÿþòñÿ áèîðòîãîíàëüíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè ôóíêöèè f(t) ïî ñèñòåìå (1)

a�n =

�Z
��

F (t) � e�n (t)dt =

�Z
��

f(t)H�
n (t)dt:
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Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1) ïî

îïðåäåëåíèþ íå ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé è, çíà÷èò, íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà

â ïðîñòðàíñòâå L2.

À òåïåðü ïóñòü ðÿä

X
n

���a+n ��2 + ��a�n ��2� < +1

ñõîäèòñÿ äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë
�
a+n ; a

�
n+1

	
n�0

: Òàê êàê

ñèñòåìà (10) îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå L2, òî î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñò-

âóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ F (t) ïðîñòðàíñòâà L2, äëÿ êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

÷èñåë fa�n g ÿâëÿåòñÿ áèîðòîãîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ýòîé ôóíêöèè ïî

ñèñòåìå (10)

a�n =

�Z
��

F (t) � e�n (t)dt:

Îáîçíà÷àÿ ïðîèçâåäåíèå F (t) � !(t) ÷åðåç f(t), èìååì

a�n =

�Z
��

f(t) �H�
n (t)dt:

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî åñëè �i � 0, 8i = 1; l, òî ôóíêöèÿ f(t) ïðèíàä-

ëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2. Èç âûðàæåíèÿ H�
n (t) � e�n (t)

!(t)
ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà�

H+

n (t);H�
n+1(t)

	
n�0

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2.

À òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ. Èç óñëî-

âèé òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ [!(t)]�1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ôóíêöèÿ f0(t) èç L2, äëÿ êîòîðîé

a�n =

�Z
��

f0(t)H
�
n (t)dt =

�Z
��

F0(t)e
�
n (t)dt;

ãäå F0(t) �
f0(t)

!(t)
. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

L1 2 (��; �): Èç áàçèñíîñòè Ðèññà (10) â L2 ñëåäóåò, ÷òî áèîðòîãîíàëü-

íàÿ ê íåé ñèñòåìà
�
e+n (t); e�n+1(t)

	
n�0

ïîëíà â L2 è â ðåçóëüòàòå ïîëíà è

â L1 � L1(��; �). Èç ïðåäûäóùèõ âûðàæåíèé èìååì

0 =

�Z
��

[F (t)� F0(t)] e
�
n (t)dt; 8n:
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Òàêèì îáðàçîì, èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èìååì, ÷òî F (t) = F0(t) è çàîäíî f(t) =
f0(t).

Â ðåçóëüòàòå ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

�i � 0, 8i = 1; l, ñèñòåìà (1) îáðàçóåò áàçèñ Ãèëüáåðòà â L2.

À òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà �i0 < 0 äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà i0 2

f1; : : : ; lg. Òîãäà íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ

F (t) èç ïðîñòðàíñòâà L2; äëÿ êîòîðîé ïðîèçâåäåíèå F (t)�!(t) íå ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó L2: Ïóñòü fa

�
n g � áèîðòîãîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè

F (t) ïî ñèñòåìå (10):

a�n =

�Z
��

F (t) � e�n (t)dt:

Èç áàçèñíîñòè Ðèññà ñèñòåìû (10) â L2 ñëåäóåò, ÷òî ðÿäX
n

���a+n ��2 + ��a�n ��2� < +1

ñõîäèòñÿ. Îáîçíà÷àÿ ïðîèçâåäåíèå F (t) � !(t) ÷åðåç f(t); ïîëó÷àåì, ÷òî fa�n g
ÿâëÿþòñÿ áèîðòîãîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ýòîé ôóíêöèè ïî ñèñòåìå (1):

a�n =

�Z
��

f(t) �H�
n (t)dt:

Îïÿòü æå èç ïîëíîòû ñèñòåìû
�
e+n ; e�n+1

	
n�0

â ïðîñòðàíñòâå ñóììèðóå-

ìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé L1 è ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè f(x) ýòîìó ïðîñò-

ðàíñòâó ïîëó÷àåì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ f(x) åäèíñòâåííà. Â èòîãå èìååì, ÷òî

â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1) íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Ãèëüáåðòà è, òà-

êèì îáðàçîì, íå îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â L2. Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî âçÿòü

ôóíêöèþ F (t) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå F (t) � !(t) ïðèíàäëåæàëî
ïðîñòðàíñòâó L2�Æ äëÿ íåêîòîðîãî Æ > 0; ãäå 2�Æ > 1. Äàëåå, ïî ðåçóëüòàòàì
ðàáîòû Í.Ê. Áàðè [10], ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà ê áàçèñó Ãèëüáåðòà ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì Áåññåëÿ, ñëåäîâàòåëüíî, fH�
n g ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2 è, çíà÷èò,

ïîëíà â L2�Æ. Ïîýòîìó äëÿ òàêèì îáðàçîì âçÿòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fa�n g

èç l2 íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà L2 òàêàÿ, ÷òîáû fa�n g ÿâëÿëèñü

áèîðòîãîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ýòîé ôóíêöèè ïî ñèñòåìå (1).

Äëÿ ïîëíîòû ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ ïóñòü �i � 0, 8i. Âîçüìåì ëþ-

áóþ ôóíêöèþ f(t) èç ïðîñòðàíñòâà L2. Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå
f(t)

!(t)
� F (t) ïðèíàäëåæèò L2. Èç áàçèñíîñòè Ðèññà ñèñòåìû (10) â ïðîñò-

ðàíñòâå L2 ñëåäóåò, ÷òî X
n

���a+n ��2 + ��a�n ��2� < +1;

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, àíàëèç, ãåîìåòðèÿ, 2005, ò. 12, � 2 155



Ñ.Ã. Âåëèåâ

ãäå fa�n g � áèîðòîãîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè F (t) ïî ñèñòåìå (10):

a�n =

�Z
��

F (t) �H�
n (t)dt:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, fa�n g ÿâëÿþòñÿ áèîðòîãîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

ôóíêöèè f(t) ïî ñèñòåìå (1). Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1) îáðà-

çóåò áàçèñ Áåññåëÿ â ïðîñòðàíñòâå L2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íàðÿäó ñ ýòîé òåîðåìîé ìû çàîäíî äîêàçàëè ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ôóíêöèè A�(t) è !(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a) è b); èìååò ìåñòî

�� < hk < �; k = 1; r + 1;

j�ij <
1

2
; i = 1; l;

ãäå hr+1 = �(�� + 0) � �(� � 0). Ñèñòåìà (1) îáðàçóåò áàçèñ Ãèëüáåðòà

â ïðîñòðàíñòâå L2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �i � 0, 8i.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 1.

Ñèñòåìà (1) îáðàçóåò áàçèñ Áåññåëÿ â L2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà �i � 0, 8i.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü àêàä. Ì.Ã. Ãàñûìîâó çà ïðîÿâ-

ëåííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Bases from eigenfunctions subsets of two discontinuous

di�erential operators

S.G. Veliev

The work is devoted to the study of basic properties of exponent systems

with the degenerate coe�cients, special types of which are the combination

of eigenfunctions subsets of two discontinuous di�erential operators. Neces-

sary and su�cient condition of completeness and minimality was assigned,

and under certain conditions on the coe�cients the basis property of these

systems in Lp was proved (Riss basis in L2).
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